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Verlas von B. Q. Teubner in Leipgig> 

Lehrbneh der Experimentalphysik 

Ton 

Dv. Adolpb W^ttllnev, 

Profettor der Phyiik an der KOziigL Teohnlsoh«! HoohMhvle lu ▲•oben. 

Fünfte, Tielfach umgearbeitete und yerbesserte Auflage. 

4 Bände, gr. 8. geh. «4^ 66.— , in H&bd. «/« 64.— 

I. Band Allgemeliie Phyilk «nd Aksitlk. Mit 811 in den Text gedruckten Hola- 

•chnitten. [X o. 1000 8.] 1896. ^ IS.— » in Hfsbd. JC 14.— 
n. — DI« Lehre tob der Wfave. Mit 181 in den Text gedruckten Abbildungen 

und Piguxen. [XI u. 986 8.] 1896. JC 18.—, in Hfsbd. ^14.— 
m . nie Lehre TOm MagBetlim«! «nd ton der Blektrloltlt mit einer Binleitung: 
Gnmdsllge der Lehre Tom Potentiid. Mit 841 in den Text gedruckten Ab- 
bUdungen und Figuren. PCV u. 1416 8.] 1897. .IC 18.— , in Hfsbd. ^ 80.— 
lY. — > Die Lehre TOn der StrahlvBg. Mit 899 in den Text gedruckten Abbildungen 
u. Figuren u. 4 Uthogr. Tafeln. [Xnu.l04a8.] 1899. »«14.— »inHfkbd.^Mie.- 
Die witsenechaftllchen YonOge dieeee reich auegeetatteten Lehrbuches lind Ton der 
Kritik einstimmig anerkannt worden. Dasselbe hat sich die Aufgabe geitellt, einereeits 
die physikalischen Lehren in weiteren Kreisen bekannt su machen, andererseits denjenigen, 
welche tiefer in das Qebiet des physikalischen Wissens eindringen wollen, als Vorschule 
zu dienen; es hat aber, ohne den ersten Zweck au8er Acht su lassen, die sweite, wissen- 
schaftliche Aufgabe mehr ins Auge gefa8t, als dies Ton den rerbreitetsten Lehrbllchem 
der Physik bis jetat geschehen ist. 

Die Toxliegende 6. Auflage der Experimentalphysik hat die gleiche Haltung wie 
die früheren Auflagen ; das Buch soll unter dem steten Hinweise auf die Originalarbeiten 
eino Übersicht geben über den augenblicklichen 8tand der experimentellen Physik und 
übe? die theoretischen Auffassungen, su denen die Physik sur Zeit gelangt ist. 

Der Schwerpunkt des Werkes liegt hiernach in den Experimentaluntersuchungen, 
und deshalb sind alle wichtigeren neueren Untersuchungen, die bis sur Bearbeitung des 
betreffenden Bandes erschienen waren, aufgenommen; wo es wünschenswert erschien, 
wurde auch auf filtere Arbeiten surückgegriffen. Die Erweiterung des experimentellen 
Materials rerlangte auch ein tieferes längehen in die Theorieen ; dieselben sind so weit 
dargelegt, wie es ohne su ausgedehnte Bechnungen möglich war. Das neu su behandelnde 
Material war ein recht ausgedehntes, daher auch der siemlich erheblich gewachsene 
Umfang des Buches. 

Neuere Versuche zur Mechanik der 
festen und flüssigen Körper 

(mit einem kurzen Anhange über das sog. „absolute Maßsystem^^). 
Ein Beitrag zur Methodik des physikalischen Unterrichts von 

Dr« Karl T. Flselier, 

Priyatdozent und 1. Assistent für Physik an der KgL Technischen Hochschule München. 
[V u. 68 S.] gr. 8. In Leinw. geb. JC 2,-- 

Das Büchlein verdankt seine Entstehung einer 1897 gehaltenen Vorlesung über 
Entwickelung der physikalischen Grundbegriffe und den in den beiden ersten Münchener 
Ferienkursen für Lehrer der Mathematik und Physik gehaltenen Experimentalvorträgen. 
Es enthält eine Beihe yon genau beschriebenen und durch Detidlseichnungen erlftuterten 
Versuchen, welche eine möglichst yerständliche und doch streng richtige, experimentelle 
Entwickelung der mechanischen Begriffe im Mittelschulunterricht bezwecken und groflen« 
teils Tom Verfasser selbst stammen und sonst noch nicht yerOffentlicht wurden, zum teil 
aber auch besonders wichtige und einfache UnterrichtSTersuche anderer Physiker dar- 
steUen. In der Anordnung wurde yersucht, den yon Ernst Mach in seiner Entwickelung 
der Mechanik aufgesteUten Forderungen zu genügen. 



Verlag von B. Q. Teubner in Leipzigs 

Einfufarang in die 
Maxwell'sche Theorie der Elektrizität. 

Mit einem einleitenden Absclinitte über das Bechnen 

mit Yectorgrolsen in der Physik. 

Von Dp« A. Fdppl^ 

Profeisor mk der KgL Tedmischen Hochschule su Mfinchen., früher Oberlehrer ml der 
Btädt. Oewerbeichnle su Leipsig. 

Mit Figuren im Texte. 
[XVI u. 413 S.] gr. 8. 1894. geh. n. .^ 10.--, in Leinw. geb. n. ..ä: 11.— 

Yoransgeschickt ist im ersten Abschnitt eine Erörterang der Beseichnnngen und 
Methoden des YektorkakOls, den der Terfiwsser, nach dem Vorgänge des Herrn Heaviside, 
der Darstellung der MazweUsohen Theorie an. Orunde legt Während in der Quatemionen- 
theorie die Quadrate der Grundvektoren gleich — 1 sind, werden sie in der Tektorenlehre 
^ich -f*l gesetzt Hierdurch wer4en die imaginftren Einheiten vermieden. Der zweite 
Abschnitt gibt die Omndlinien der Maxwellschen Elektrizit&tBlehre bis cur Aufstellung 
der beiden Hauptgleichungen. In der Darstellung der Dimensionen der elektrostatiBchen 
und magnetischen OröBen wird entweder die Didektrizitätskonstante x oder die Perme- 
abilität /* beibehalten, wodurch der Unterschied zwischen freier und wahrer Elektrizität, 
zwischen freiem und wahrem Magnetismus (der in der Natur nicht yorkommt) henrortritt. 
Die Analogie zwischen Elektrostatik und Magnetismus wird durch Heavisides Prinzip 
der Dualität zum Ausdruck gebracht Die magnetische Härte erfährt eine eingehende, 
dem Verfasser eigentflmliche Behandlung. Der dritte Abschnitt dehnt die Betrachtung 
aus auf die elektrodynamischen und magnetodynamischen, sowie auf die „eingeprägten'^ 
elektrischen und magnetischen Kräfte. In dem vierten Abschnitt, der von den Enei^e- 
beziehungen im elektromagnetischen Felde zwischen ruhenden Leitern handelt, wird ge- 
zeigt, dafi der von Herrn Poynting angenommene Enei^estrom zwar mit den Grundlagen 
der Theorie verträglich ist, aber nicht mit Notwendigkeit aus ihnen folgt. Die Elektro- 
dynamik bewegter Leiter bildet den Inhidt des fOnften Abschnitts. 

Da sich der Verfasser eine möglichst leicht verständliche Behandlung des GTegen- 
standes zur Bichtschnur macht, ohne auf eine strenge Durchführung des ganzen Systems 
zu verzichten, so vermeidet er es, die Energiebeziehungen zur Ableitung der Grundgesetze 
heranzuziehen, stützt sich dagegen, soweit es irgend angeht, auf die Erfahrungstatsachen. 
Daher findet die Herleitung der Feldgleic^ungaL aus den mechanischen Prinzipien, die 
Herr Boltzmann voranstellt, erst am SohluA eine gedrängte Darstellung. 

Dem praktischen Zweck des Buches entspricht er auch, dafi durchweg auf die 
Besiehungen zu den früheren Theorien hingewiesen wird. Auch Fragen von allgemeinerem 
Interesse werden an verschiedenen Stellen erörtert 

Jahrbuch üb. d. Fortschr. d. Mathematik. XXV. 

Lehrbucb der praktischen Physik 

von 

Fe Kolilrauselie 

Zugleich als nennte Auflage des Leitfadens der praktischen Physik. 

Mit zahlreichen Figuren im Text. 

[XXVn u. 610 S.] gr. 8. Biegsam in Leinwand geb. .^ 8 . 60. 

Infolge der doppelten Aufgabe, welche sich obiges Werk steUt, wurde in der 
neuen, erheblich vergröfierten Auflage der Thermometrie , der Strahlung und vor aUem 
der Elektrizität ein breiterer Spielraum eingeräumt und darf der Leitfaden unserem Er- 
messen nach das Verdienst für sich beanspruchen, zuerst und allein eine handliche Zu- 
sammenstellung kritisch ausgewählter, physikalischer Zahlen gebracht zu haben. 

(Der prakt Maschinenkonstr. 1901. Nr. S5.) 

Dieses eigenartige Werk gewinnt mit jeder neuen Auflage an Vertiefung und 
damit an Wert für aUe diejenigen, welche der praktischen Physik als Lehrer oder Lernende 
näher stehen. Auch als Nachschlagebuoh ist es von Bedeutung, denn in knapper, aber 
ausreichend verständlicher Form umfafit es einen auAerordentlich reichen Iiüialt und 
bringt nicht weniges, was man in sehr umfangreichen Lehrbüchern vergebens sucht Die 
zahlreichen im Anhang gegebenoi TabeUm beruhen selbstverständlich auf dem besten 
zur Zeit vorhandenen MateriaL (Gaea 1901. 10. H. 8. 640.) 
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Vorwort. 



Unter den yerscliiedenen Disziplinen der Mathematik 
nimmt die Yektoranalysis eine eigenartige Stellung ein. In 
ihr finden wir die Begrifife der Algebra erweitert und in 
einer Weise auf das Bechnen mit geometrischen Größen an- 
gewandt, daß wir mit diesen Größen direkt rechnen können, 
anstatt mit den kartesischen Koordinaten derselben, welche 
mit ihnen künstlich verknüpft sind. 

Daß eine solche Methode ein wichtiges Hilfsmittel in 
der Physik abgeben würde, konnte yorausgesehen werden. 
Und in der Tat findet das Rechnen mit Yektorgrößen eine 
beständig zunehmende Anwendung. Indem hierbei die Denk- 
tätigkeit auf die in der Physik vorkommenden geometrischen 
Größen selbst gerichtet wird, anstatt auf die mit ihnen Ver- 
knüpfben Zahlen, gewinnen die Denkoperationen an Erafb, 
Lebendigkeit und Anschaulichkeit. 

Hierzu kommt noch ein anderer Vorzug. Die Symbolik 
der Vektoranalysis ist eine überraschend einßwshe und über- 
sichtliche. Operationen, welche bei Verwendung von kartesischen 
Methoden verwickelt und schwierig erscheinen, werden kurz 
und einfach, wenn sie in ihre Äquivalente in der Sprache der 
Vektorenrechnung übersetzt werden, ohne dabei an umfassender 
Bedeutung und Bestimmtheit einzubüßen. Die Vorbereitung 
eines elementaren, speziell für Physiker bestimmten Werkchens 
über Vektoranalysis bedarf daher wohl keiner besonderen 
Apologie, zumal es bisher an einem solchen in deutscher 
Sprache verfaßten und separat ausgegebenen Werke gefehlt hat. 



IV Vorwort. 

Bei der Ausarbeitung der Elemente der Yelstoranalysis 
ließ ich mich hauptsächlich von praktischen Erwägungen leiten. 
Es lag mir weniger daran^ eine erschöpfende Abhandlung über 
den Oegenstand zu schreiben^ als vielmehr den Studierenden 
der Physik sobald wie möglich in den Stand zu setzen^ die 
vektoriellen Methoden zur Lösung und Bewältigung physi- 
kalischer Fragen anzuwenden und ihn vor allem dazu anzuregen^ 
sich dieser Metiioden auch allgemein beim ^^physikalischen 
Denken" zu bedienen. Er wird sich so bald des Vorteils 
bewußt werden, den ein Operieren mit sinnfälligen räumlichen 
Beziehungen über ein solches mit reinen Abstraktionen besitzt. 

In der Form der Darstellung habe ich mich im großen 
und ganzen Heayiside angeschlossen und mich dabei derselben 
Symbole bedient, wie A. Föppl in seiner yorzüglichen, im selben 
Verlage erschienenen ^Einführung in die Maxwellsche 
Theorie'. Gleichwohl habe ich es für zweckmäßig gehalten, 
die von Graßmann herrührende Zuordnung von Flächen zu 
Vektoren ausgiebig zu verwerten. Die Ableitung mancher 
Theoreme gewinnt dadurch an Einfachheit. Angesichts des 
eigentlichen Zweckes dieses Buches und seines elementaren 
Charakters glaubte ich davon absehen zu müssen, in funktionen- 
Üieoretische Erörterungen einzugehen, und ich habe mich dem- 
gemäß hauptsächlich darauf beschränkt, solche physikalische 
Vektoren der Untersuchung zu unterziehen, denen eine stetige 
Verteilung im Baume zukommt. 

In der Wahl der Beispiele habe ich mich von der Absicht 
leiten lassen, ein möglichst vielseitiges Bild von der Anwend- 
barkeit der vektoranalytischen Methoden zu geben. Eine An- 
zahl von Beispielen wurde besonders für diesen Zweck aus- 
gearbeitet und gelangt zum erstenmal zur VeröfiPentlichung. 

Bonn, im Dezember 1902. 

A. H. Bncherer. 
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Einleitung. 



Großen^ welchen außer ihrem numerischen Werte 
eine Richtung zukommt, heißen Vektoren. 

Die Begriffe: Geschwindigkeit, Kraft, Verschiebung um- 
fassen zwei Ideen: Größe und Richtung. 

Die in der Physik vorkommenden Vektoren erfordern zu 
ihrer Bestimmung außerdem die Angabe des Ortes, auf 
welchen sie sich beziehen. Ein Vektor bezieht sich immer auf 
einen bestimmten Punkt des Baumes. 

Den Vektoren stehen gegenüber die Skalare, welchen nur 
ein numerischer Wert zukommt. Der bekannteste Skalar 
ist die Zahl. Skalare Quanti- 
täten, welche in der Physik eine 
Rolle spielen, sind unter anderem: 
Energie, Dichte, Temperatur, Masse. 

Vektoren werden durch deutsche, Skalare durch 
lateinische Buchstaben gekennzeichnet. 

Der Zahlenwert eines Vektors heißt Tensor. Ein Vektor 
laßt sich in seiner Größe und Richtung graphisch durch einen 
Pfeil darstellen. Die Lange gibt unter Zugrundelegung eines 
beliebigen Maßstabes den numerischen Wert des Vektors an, 
während die Richtung durch die Richtung des Pfeiles gekenn- 
zeichnet ist. 

Der Punkt, von dem aus der Pfeil gezogen ist, heißt 
Anfang des Vektors, die Spitze Ende desselbeik. 

Eine Vergleichung der Werte oder Stärken zweier Vektoren 
kann ohne anderweitige Vereinbarung nur Sinn haben, wenn 

Bacherer, Vektor -Analy sie. 1 



2 § 1. Addition und Subtraktion. 

die Vektoren dieselbe Bichtimg haben. Die Aussage^ der eine 
Vektor sei »-mal so groß wie ein anderer, setzt voraus, daß 
die in Frage kommenden Vektoren gleichgerichtet sind. Es 
ist dann der Tensor des eiiien .Vektors n-mal so groß wie 
derjenige des anderen. 

Vektoren, deren Tensoren gleich der Einheit sind, 
werden Einheitsvektoren genannt. 

Ein Vektor Sl, mit dem Tensor Ä, ist -4-mal so groß 
wie ein gleichgerichteter Einheitsvektor. Ein Einheitsvektor, 
dessen Richtung in die Richtung von % fallt, wird mit Stj 
bezeichnet: SK = 81 >4 

Jeder Vektor läßt sich so als das Produkt seines Tensors 
und eines gleichgerichteten Einheitsvektors darstellen. 

§1. 
Addition und Subtraktion. 

Um auf graphischem Wege die Summe von zwei Vektoren 
zu finden, setzt man die betreffenden Pfeile so aneinander, 
daß der Anfang des einen Vektors an das Ende des zweiten 
kommt, und verbindet dann den Anfang des ersten mit dem 
Ende des zweiten: 




Pig.2. 



Die Länge der so erhaltenen Verbindungslinie 91 gibt den 
Tensor der Summe der beiden Vektoren Sl und 83 an, während 
die Richtung dieser Summe 91 dadurch bestimmt ist, daß der 
Anfang von 91 mit dem Anfang von % und das Ende von 
91 mit dem Ende von 93 zusammenfallt. 91 wird auch die 



Addition von mehreren Vektoren. 



Besnltante; imd S( und 83 Eomponenten genannt. Die Reihen- 
folge der Snmmierung ist gleichgültig. 

Man kann auch 91 finden, indem man S( und 83 mit ihren 
Anföngen zusammensetzt, dann durch die Enden Parallelen zu 
% und 83 zieht und die Diagonale des so entstandenen 
Parallelogramms zieht. (Fig. 3.) Die erstere Methode ist vor* 
zuziehen. 

Ist die Summe von mehr als zwei Vektoren zu bilden, 
so verfahrt man in der Weise, daß man zunächst die Resultante 
der beiden ersten Summanden, wie angegeben, konstruiert, 
dann zu dieser den dritten Summanden addiert imd so fort. 
Man erkennt leicht, daß man die einzelnen Summanden nur 
so aneinander zu reihen braucht, daß der Anfang des einen 
Vektors immer auf das 
Ende des vorigen Vek- Ä^ 

tors folgt. Verbindet C^^'^ / ^Nl3* 

man dann den Anfang 
des ersten Summanden * 
mit dem Ende des 
letzten, so ist diese Ver- 
bindungslinie die Re- 
sultante. (Siehe Fig. 3 a.) 
Dies gilt für Vektoren, pig. s». 

welche in einer Ebene 

liegen, d.h. für koplanare Vektoren, ebenso wie fär nonkoplanare 
Vektoren. 

Stoßen Anfang des ersten und Ende des letzten zusammen, 
so ist die Summe sämtlicher Vektoren nulL 

Man subtrahiert Vektoren, indem man die zu 
subtrahierende Große nach ümkehrung der Richtung 
addiert. 

Eine Summierung der Größen 9(, 83, (S drückt man durch 
die Vektorgleichung aus: 




a + 83 -f © = SR. 



1* 



4 § 1. Addition und Subtraktion. 

Anmerkung. Treffen die Enden von zwei oder mehreren 
Vektoren bei graphischen Darstellnngen zusammen^ so kann 
ein kleiner Ejreis an die Stelle der Pfeilspitzen treten. 

Die in der Physik vorkommenden Vektoren sind oft 
Funktionen der Lage im BAume. Betrachtet man z. B. den 
Baum^ welcher einen geladenen Körper umgibt, so wird die 
elektrische Ejraft S in jedem Punkte eine gewisse Grröße und 
Richtung haben, d.h. bringen wir eine Einheitsladung an 
verschiedene Punkte dieses Baumes, so wird auf dieselbe je nach 
der Lage der Punkte eine bestimmte Kraft ausgeübt werden. 




Fig. 4. 

Nehmen wir der Einfachheit wegen an, die Ladung sei in einem 
unendlich kleinen Volum konzentriert. Bringt man in den um- 
gebenden Baum eine zweite derartige Ladung und untersucht 
nun wieder den Baum mit Hilfe einer Einheitsladung, so ist 
natürlich eine Änderung der Kraft @ festzustellen. Man findet 
nun, daß in einem beliebigen Punkte die Kraft d so groß ist, 
als ob jede einzelne Ladung ganz unbehindert durch die andere 
ihre Wirkung auf die Einheitsladung ausübte. Sind daher in 
einem beliebigen Punkte die Kjräfte, welche jede Ladung an 
und für sich, d. h. bei Abwesenheit der anderen, ausüben 
würde, @' und @", so ist bei Anwesenheit beider die Kraft @: 

Das ist ein typisches Beispiel für die Summierung von 
Vektoren, welche im Baume stetig verteilt sind. 
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Ein der üntersucliung unterzogenes Gebiet, in 
welchem ein Vektor eine räumliche Verteilung be- 
sitzt, nennt man das Feld des Vektors. 

Es ist zu beachten, daß S, & und ®'' sich auf den- 
selben Punkt des Feldes beziehen. Bei der Addition von 
Vektoren macht man diese stillschweigende Voraussetzung. 
In manchen Fällen sind die zu addierenden Vektoren ver- 
schiedenen Orten zugeordnet. Man setzt dann bei der 
Addition voraus, daß sich die verschiedenen Vek- 
toren derartig parallel mit ihrer ursprünglichen 
Richtung im Baume verschieben lassen, daß sie in 
einem Punkte zusammentreffen. Die AngriiSEspunkte von 
Kräften, welche an verschiedenen Punkten eines starren Korpers 
angreifen, lassen sich nur in ihrer Angriffslinie beliebig ver- 
schieben. Die Wirkung dieser Kräfte kann daher nicht durch 
Addition der einzelnen Kräfte gefunden werden. Ist z. B. der 
Körper um eine Achse drehbar, so ist die Bewegung, bezw. 
der Gleichgewichtszustand von der Summe der Kjraftmomente, 
welche ebenfalls durch gewisse Vektoren darstellbar sind, ab- 
hängig. (Siehe weiter unten.) 

§2. 
Zerlegung von Vektoren. 

Ebenso wie man die Summe von zwei oder mehreren 
Vektoren bildet, kann man auch einen gegebenen Vektor in 
Summanden zerlegen. 

Häufig ist es nützlich, einen Vektor in zwei mit ihm in 
derselben Ebene liegende, senkrecht zueinander stehende Vek- 
toren zu zerlegen, so daß der eine der beiden Summanden oder 
Komponenten in eine bestimmte Richtung fäUt. In diesem 
Falle bildet der Vektor die Hypotenuse eines rechtwinkligen 
Dreiecks, dessen eine Kathete die gewünschte Richtung hat. 
unter der Komponente eines Vektors in einer bestimmten 
Richtung versteht man allgemein die geometrische Projektion 
des Vektors auf diese Richtung. Die Komponente von Ä 
in der Richtni^ (& wird durch das Symbol %{s, gekennzeichnet. 
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Man hat 

(2) a,5=eiJ.co8(«(5;). 

Daß ein Vektor im allgemeinen nicht durch zwei in 
beliebige Richtungen fallende Summanden ausdrückbar ist, 
leuchtet ein; z. B. sind die Komponenten eines auf der xy -'Ebene 
eines Koordinatensystems senkrecht stehenden Vektors nuU, 
wenn diese Komponenten selbst in der rry-Ebene liegen. 

Richtungen senkrecht zur Richtung eines Vektors nennt 
man Niveaurichtungen. Aus Gleichung (2) folgt, daß die be- 
sondere Komponente von Ä, welche null ist, auf Ä senkrecht 
steht. Diejenige Komponente von $[, welche den größten Wert 
erreicht, d. h. deren Tensor den Wert Ä erreicht, fallt in die 
Richtung von $[. 

Anmerkung. Dieses als selbstverständlich erscheinende 
Ergebnis ist wertvoll bei der später zu erörternden Grröße des 
Vektors VA 

Der Ort für alle Richtungen, für welche die Komponenten 
eines Vektors verschwinden, ist diejenige Fläche, welche der 
betreffende Vektor senkrecht schneidet. 

Über Grundvektoren und Raumsysteme. 
Während ein gegebener Vektor sich nicht allgemein durch 
zwei in beliebige Richtungen fallende Summanden zerlegen, 
d.h. darstellen läßt, so ist es doch immer möglich, einen Vektor 
in drei nicht in einer Ebene liegende Komponenten zu zerlegen. 
Eine sehr wichtige Zerlegung eines Vektors ist die Zerlegung 
in drei zueinander senkrecht stehende Komponenten. Be- 
zeichnet man die drei Einheitsvektoren, welche diesen Rich- 
tungen entsprechen, mit ijit und die Tensoren der Komponenten 
des Vektors ^ nach diesen Richtungen mit Ä^, A^, A^, so ist: 

X, \, t werden Grundvektoren genannt. Damit die Auf- 
einanderfolge der Richtungen i, j|, t eine eindeutige sei, ist 
noch festzusetzen, ob diese Aufeinanderfolge einem Rechts- 
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System oder einem Linkssystem entsprechen soll. Wir wählen 
ein Rechtssystem. Was hierunter zu verstehen ist, erhellt aus 
folgender Erörterung. 

Die Figur stelle einen Würfel mit der Kantenlänge gleich 
eins dar. Die Grundvektoren sind durch die Pfeile dargestellt. 
Setzt man eine rechtsgängige Schraube senkrecht auf die 
ij -Fläche auf und schraubt dieselbe in d^ Würfel ein, so 
dreht sich die Schraube in demselben 
Sinne, in dem sich der Vektor i um 
seinen Anfangspunkt dreht, wenn man 
ihn in die j -Richtung bringt. Gleich- 
zeitig bewegt sich die Schraube in der 
{-Richtung vorwärts. Ist nun die Auf- 
einanderfolge von x\t derart, daß eine 
rechtshängige Sc}iraube, indem sie sich 
von der i- in die j[ -Richtung dreht, in 
der I-Richtung vordringt, so entspricht ^ 

diese Aufeinanderfolge einem Rechts- rig.4a. 

System. 

Anmerkung. Zuweilen ist es wichtig, zu untersuchen, 
ob bei Umkehrung der Richtungen von i, j, I die Komponenten 
der in Frage kommenden Vektoren ihr Vorzeichen wechseln 
oder nicht. Auf Grund ihres Verhaltens bei der Inversion der 
Koordinatenrichtungen kann man die Vektoren in polare und 
axiale einteilen. Als Beispiel von axialen Vektoren werden wir 
das Vektorprodukt kennen lernen. Die Komponenten dieses 
Vektors ändern ihr Vorzeichen nicht bei Umkehrung der 
Koordinatenrichtungen. (Siehe weiter unten.) 

§3. 
Rotationen und zugeordnete Richtungen. 

Man kann unter Zugrundelegung eines bestimmten Systems 
— in unserem Falle eines Rechtssystems — einer Drehung 
eine Richtung zuordnen. Zunächst setzen wir voraus, daß die 
Rotation in einer Ebene stattfinde. Findet für den Beobachter 
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§ 8. Boiationen nnd zugeordnete Richtungen. 



die Rotation entgegengesetzt dem Sinne der Bewegung der 
Zeiger der Uhr statt; so entspricht diese Rotation einer Richtung; 
welche zur Rotationsebene senkrecht und auf den Beobachter 
zugewandt ist, d. h. der Richtung, in welcher sich eine rechts- 
gängige Schraube bei der erwähnten Drehung fortbewegen 
würde. Diese Drehung wird auch als positive bezeichnet, die 
entgegengesetzte als negative. Die Bezeichnung positiv und 
negativ hat natürlich nur relative Bedeutung, indem sie von 
dem Standpunkt des Beobachters abhängig ist, während 

die der Drehung zu- 
geordnete Richtung 
unabhängig hier- 
von eindeutig fest- 
gelegt ist. 

Wenn man einer 
Rotation eine Rich- 
tung zuordnen kann, 
so ist einleuchtend, 
daß man eine be- 
liebige geschlossene 
Kurve, welche in 
einer Ebene liegt, mit einer Richtung in Beziehung setzen 
kann, wenn man sich vorstellt, daß die Tracierung der 
Kurve durch die Bewegung eines Punktes erfolgt sei. Unter 
Tracierung soll weiterhin nicht sowohl die Begrenzung einer 
Fläche durch eine Kurve verstanden werden, als der Umlaufs- 
sinn des Punktes, dessen Bahn die Kurve darstellt. 

Entspricht die Tracierung der Kurve dem Umlaufssinn der 
Zeiger der Uhr, so ist die zugeordnete Richtung vom Beobachter 
fortgewandt und senkrecht zur Ebene der Kurve. 

Man kann nun noch einen Schritt weiter gehen und der 
begrenzten Fläche selbst einen Vektor zuordnen. Dies geschah 
zuerst durch Gr aß mann. Bei Besprechung des Vektorproduktes 
im folgenden Paragraphen soll diese Zuordnung erläutert 
werden. 





l^g.6. 



9 

§4. 

Produkte ans zwei Faktoren. Darstellung Ton Flächen 

durch Vektoren. 

I. Das Vektorprodukt. 

Das Parallelogramm sei durch die Bewegung eines Punktes 

entstanden^ deren Richtung durch die Pfeile angegeben ist. 

Der Tracierung entspricht eine Richtung, welche senkrecht 

zur Fläche des Parallelogramms und nach oben gerichtet ist. — 

Einen Vektor, welcher diese Richtung hat, und dessen Tensor 

gleich dem Inhalt des Parallelogramms ist, bezeichnen wir als 

den dem Parallelogramm zugeordneten Vektor. 





Fig. 6. Fig. 7. 

Offenbar ist die Tracierung der Kurve bestimmt, wenn 
die Aufeinanderfolge zweier mit der Ebene koplanaren Vektoren 
angegeben wird; und es liegt nahe, als solche Vektoren zwei 
bei der Tracierung aufeinander folgende Seiten des Parallelo- 
gramms zu wählen, deren Richtung der Tracierung entspricht. 

Die Aufeinanderfolge von 21, S3 und dem zugeordneten 
Vektor (S muß einem Rechtssystem entsprechen. 6 ist alsdann: 
S = (Si^5sin(aa3). 

Da nun die rechte Seite dieser Definitionsgleichung durch 
% und 93 eindeutig bestimmt ist, so hat man dafür die ab- 
gekürzte Bezeichnungs weise eingeführt: 

(4) S = V2193. 

Die Reihenfolge von ?l und S3 ist hierbei wichtig, denn 
wenn S3 auf Ä folgt, so kehrt sich die Richtung von Qi um, d.h. 

S = -Va3Sl. 
(S kann auch direkt als die Fläche des mit einem be- 
stimmten ümlaufssinne versehenen Parallelogramms bezeichnet 
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werden. Ein solcher Vektor bezieht sich dann im allgemeinen 
nicht anf einen bestimmten Punkt des Baumes. 

Man addiert derartige ebenen Flachen, indem man die zu- 
geordneten Vektoren addiert. 

Jedem Grundvektor läßt sich eine Fläche^ gebildet aus 
den beiden anderen Grundvektoren, zuordnen. Denn nach (3) ist: 

i=Vi! = -Vfi 

(4a) i=V!t = -Vi! 

f = Vii = -Vii. 
Femer ist: ^r tt tt 

Vti=Vn=VH = o 

oder allgemem: Y§( §( ^ q 

und auch: VSt(-Sl) = 0. 

In der Gleichung 

wird 6 ajjch das Vektorprodukt von äC und S3 genannt. Will 
man dieses durch die Komponenten von ^ und 93 nach den 
Richtungen t^ ji^ t ausdrücken^ so zerlegt man zunächst die 
Vektoren % und S3 und erhält: 

s « VGA + lA + ^AK^^i + i^2 + i^s)- 

Man achtet darauf, daß bei Ausführung der Produkten- 
bildung die Reihenfolge innegehalten werden muß. 
Man erhält dann: 

'S =Vi At^i + Vi^ij^ + VU,I-Bs 

(5) - + Vi^i-Bi + ViAi^2 + ViAi^s 

Diejenigen Glieder sind hiervon gleich null, welche als 
Faktoren Vü, Vji, Vit enthalten. Unter Berücksichtigung 
von (4a) erhält man, indem man nach den Faktoren von i, \ und I 
ordnet: 

(5a) VSl 93 = t (J,B, - 4,:^) + i(4,B, - A-Bs) 



DarsteUnng gekrammter Fläclien. H 

Ein Blick anf (5) zeigte daß bei Umkehrimg der Bichtungen 
von i, i, I die Komponenten von VäS3 ihr Vorzeichen nicht 
ändern (axialer Vektor). Denn es ist: 

V(-t)(-i)=Vii = f 

und so weiter. 

Geht man zu einem Linkssystem über und soll dabei die 
Richtung von VSIS3 unverandert bleiben, so ist das Vorzeichen 
zu ändern^ d. h. der im Bechtssystem als VS193 bezeichnete 
Vektor ist im Linkssystem VS35K. Das Vektorprodukt VSIS3 
laßt sich auch durch folgende Determinante darstellen: 

i i t 

Da man eine beliebig begrenzte ebene Fläche in eine sehr 
große Anzahl von Parallelogrammen einteilen kann, welche 
sämtlich im selben Sinne traciert sind, so ergibt die Summierung 
dieser Elementarflächen einen Vektor, welcher die Gesamtfläche 
repnLsentiert. Eine begrenzte ebene Fläche ist daher durch 
einen Vektor darstellbar, dessen Tensor gleich ist dem Inhalt 
der Fläche und dessen Richtung durch die Tracierung be- 
stimmt ist. ' 

Man addiert Flächenteile, auch wenn diese nicht in der- 
selben Ebene Uegen, indem man die zugeordneten Vektoren 
addiert. Da eine beliebig gekrümmte Fläche als aus unendlich 
vielen ebenen Flächenelementen zusammengesetzt aufgefaßt 
werden kann, so ist auch eine gekrümmte Fläche durch einen 
Vektor darstellbar und zwar allgemein durch ein Litegral: 



(7) e=/d9, 



wo dg ein Flächenelement repräsentiert. 

Eine Fläche wird in drei zueinander senkrechte 
Komponenten zerlegt, indem man den zugeordneten 
Vektor in seine drei Komponenten zerlegt, d.h. auf die 
Normalen der drei Ebenen projiziert, welche durch die be- 
treffenden drei Richtungen bestimmt sind. 
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Bezüglich der Vektoren^ welche den Begrenzungsflächen 
eines geschlossenen BAumes zugeordnet sind^ besteht die Ver- 
einbarung^ daß diese Vektoren immer nach außen weisen. 

Projiziert man die Vektorflächen eines Polyeders orthogonal 
auf eine beliebige Ebene, so ist die Summe der Projektionen 
gleich null. 

Der Beweis dieses Satzes stützt sich auf das bekannte 
Theorem, daß der Inhalt der Projektion einer ebenen Fläche 
auf eine beliebige Ebene gleich ist der Fläche multipliziert mit 
dem Kosinus des Winkels, den die Fläche mit der Projektions- 
ebene bildet. Die Projektion des der Fläche zugeordneten 
Vektors auf die Normale zur Projektionsebene ist gleich dem 
zugeordneten Vektor multipliziert mit dem Kosinus, den der- 
selbe mit der Normalen bildet. Folglich ist der projizierte 
Vektor der projizierten Fläche zugeordnet. 

Projiziert man nun die Flächen eines Polyeders auf eine 
beliebige Ebene, so wird man eine Doppelschicht von Projektions- 
flächen erhalten, von denen die eine den der Ebene zugewandten 
Vektoren und die andere den der Ebene abgewandten entspricht. 
Den ersteren kommt das entgegengesetzte Vorzeichen zu, wie 
den letzteren. Daher ist die Summe der den Projektionsflächen 
zugeordneten Vektoren nuU. Da dieser Schluß für jede Pro- 
jektionsebene richtig bleibt, so ergibt sich der Satz, daß die 
Summe der Vektorflächen eiaes Polyeders gleich null ist. 

Es läßt sich nachweisen, daß der Satz bezüglich der 
Summe der Projektionen der Flächen eines Polyeders nicht auf 
orthogonale Projektionen beschränkt ist. 

Der eben bewiesene Satz kann nach Wilson-Gibbs dazu 
dienen, zu zeigen, daß, wenn 

dann 81 = ® + ®, 

V?i8=Vea3 + V3)93. 

Die Vektoren Ä, S3, 6, S) seien in der Figur graphisch 
dargestellt. 

Die Ebene von Qi und S) falle mit der Papierebene nicht 
zusammen. Man ziehe S' parallel ^ und S>' parallel S) und 
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verbinde P mit P'. Man erhält so ein Prisma, dessen Vektor- 
flächexL zur Summe null ergeben. Von diesen sind die von 
«', S', ©' und von «, (&, 2) begrenzten Flächen nach Kon- 
struktion gleich, mit entgegengesetztem Vorzeichen; folglich ist: 

V?ia3+Va5e + Va3S) = o. 

Bei der Reihenfolge der Faktoren in diesen drei Vektor- 
produkten wurde darauf geachtet, daß die Vektorflächen nach 
außen weisen müssen. Die 

letzte Gleichung läßt sich Ä' 

auch schreiben: 

Für den FaU, daß die 
Ebene von d und ^ in der 
Ebene von 5K und S3 liegt, 
ist der Beweis noch einfacher, 
indem die in Frage kommen- 
den Flächenvektoren sämt- 
lich parallel sind, und man hat daher nur zu zeigen, daß der 
Tensor von V21S3 gleich ist der Summen der Tensoren von 
VSS3 und V3)S3. Dies folgt aus der Gleichheit der Dreiecke 
gebildet aus 91' 6' S' und aus 9[(S2). Denn subtrahiert man 
von der Fläche des Parallelogramms äSB'Ä'S die Fläche 
21' S' 2)' und addiert 31 SS), so erhalt man den Tensor von 
V®S3 plus dem Tensor von V®S3, womit obige Gleichung be- 
wiesen ist. 

Die Darstellung einer Fläche durch einen Vektor bietet 
manche Vorteile. Es ist aber darauf hinzuweisen, daß dieser 
Vektor sich von den rein physikalischen Vektoren dadurch 
unterscheidet, daß er sich nicht auf einen bestimmten 
Punkt im Baume bezieht; es sei denn, daß ausdrücklich fest- 
gesetzt wird — und dies ist für die Lösung einer gewissen 
Klasse von Problemen von Nutzen — , daß er sich auf den 
Schwerpunkt der Fläche beziehen soll. 



Fig. 8. 
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Der in der theoretischen Physik häufig yorkommende 
Vektor V5KS3 bezieht sich auf einen bestimmten Punkt im 
Räume, för den die Werte der Vektoren Ä und S3 der Richtung 
und Größe nach als bekannt angenommen werden. 

Der Vektor Vax bezieht sich auf dieselbe Stelle im 
Räume, auf welche sich % bezieht, r denkt man sich von 
einem festen Punkte aus nach jener Stelle gezogen. Mit 
anderen Worten, VÄt bezieht sich auf den Endpunkt des 
Vektors r. 

II. Das Bkalare Produkt. 
Außer dem Vektorprodukt gibt es ein Produkt von zwei 
Vektoren, welches skalaren Charakter hat. Dasselbe wird 
durch einfache Nebeneinanderstellung der beiden Faktoren 
gekennzeichnet. Der Zahlenwert dieses Produktes ist bestimmt 
durch die Definition: 

«a3 = ^JBcos(2ia3). 

Bilden Ä und 8 einen rechten Winkel miteinander, so 
wird das Vektorprodukt null. 

Die Bedingung dafür, daß $1 auf 83 senkrecht steht, ist 
dater: ^[8 = 0. 

Fallen S( und S3 in dieselbe Richtung, so ist: 

Daher auch: j(5i_j(2_^2 

und: .. .. -^ ^ 

tt = n = « = i 
ti = i« = ii-o. 

Will man 2133 als Funktion der Komponenten von % 
und 83 nach den Richtungen i, ), t angeben, so erhalt man: 

Führt man die Produktbildung aus und berücksichtigt dann, 
daß die Glieder mit den Faktoren tj|, tt, j|t verschwinden, so 
«rhält man: ^33 _ ^^^^ ^ ^^ ^ ^^^ 
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oder: 



Zerlegt man ^ in zwei beliebige Summanden 6 imd 2); so 
bleibt die öleichnng: 

«83 ^^JB cos (2183) 
doch richtig; d. h. es ist: 

(e + ®)a3 = ©93 + ® 83 = «93 

CB (cos ©83) + DB cos (2)83) = ^B cos («83). 
Dividiert man durch B, so erhält man: 

C cos (S83) + D cos (5)83) = ^ cos («93). 

Wie wir nun früher gesehen haben [siehe Gleichung (2)], 
ist Ä cos («83) der Tensor der Projektion von « auf die 
Richtung von 83. Ebenso sind C cos (683) und D cos (3)83) 
die Tensoren der Projektionen von 6, bezw, von S) auf 83. 

Die Summe der letzteren Projektionen ist aber nach der 
Figur gleich der Projektion von « auf 83, womit die Be- 
hauptung bewiesen ist. 

Die skalaren Produkte 
von zwei Vektoren spielen 
eine wichtige Rolle in der 
Physik. Die mechanische 
Arbeit wird z. B. durch 
das skalare Produkt aus 
Kraft und Weg ausge- 
drückt. Ein anderes skalares Produkt^ welches ebenfalls häufig 
auftritt^ ist der Yektorfluß durch eine Fläche. Man versteht 
hierunter den Ausdruck: 




Fig. 8 a. 



/' 



«dfl, 

weim « einen Vektor bedeutet in einem Räume, in welchem 
die Fläche g konstruiert ist. Ist « in dem betreffenden Räume 
konstant und g eine ebene begrenzte Fläche, so ist der Vektor- 
fluß: ag. 

Der Vektorfluß läßt sich mit dem Begriff der Ej*aftlinien 
in Beziehung setzen. Man kann nämlich den Tensor Ä einer 
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Erafb für einen bestimmten Punkt dadarch angeben^ daß man 
sagt; die Kraft sende durch die senkrecht zu ihrer Richtung 
in dem Punkte konstruierte Einheitsfläche Ä Eraftlinien. 
Offenbar ist dann die Anzahl der Eraftlinien^ welche die 
Flache g durchsetzen: „,. 

bezw. : ^ 

Zu jedem dg gehört derjenige Wert von %, welcher im 
Schwerpunkte des Flächenelementes besteht. 

§5. 

Produkte ans drei Faktoren. 

Da man verschiedenartige Produkte aus drei Faktoren 
bilden kann^ so ist es erforderlich^ die Bezeichnungsweise so 
zu wählen; daß ein Zweifel über die auszuführenden Operationen 
ausgeschlossen ist. — Soll zunächst das skalare Produkt von 
zwei Vektoren ?l und 83 mit einem dritten Vektor (5 multipliziert 
werden ; so wird dieses dreifache Produkt gekennzeichnet durch 

(«83)6. 

Dieser Ausdruck ist ein Vektor in der Richtung von S, 
dessen Tensor gleich ist ABC cob (9193). Daher kann gesetzt 
werden: 
(9) («83)® = ^ÄBC cos («83). 

Soll femer das Vektorprodukt aus « und 93 skalar mit 
dem Vektor S multipliziert werden, so wird das Resultat aus- 
gedrückt durch: ^^ 

Dieser skalare Ausdruck gibt das Volumen eines Parallel- 
epipeds an, welches «; 83 und (S zu Seiten hat. Denn bildet 
man graphisch Ä, 83 und ® durch Pfeile ab und vervollständigt 
«, 83 zum Parallelogramm, so ist V«93 ~ g die Grundfläche. 
Die Höhe des Körpers ist gleich C multipliziert mit dem 
Kosinus des Winkels, den (£ mit g bildet. 
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Man erkennt^ daß der Ausdruck negativ oder positiv 
werden kanU; je nach dem Winkel, den (S mit Q, bezw. 
«mit SB bildet. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Ausdruck ©VSISS, 
wenn derselbe als der Vektorfluß von S durch die Fläche 
Vä8 aufgefaßt wird. 

Denkt man sich einen geschlossenen Baum, in welchem 
ein Vektor $[ kontinuierlich verteilt ist, durch drei Scharen 
von senkrecht zueinander stehenden Ebenen in unendlich viele 
Baumelemente zerlegt, so ist der Vektorfluß durch die 
Oberfläche des begrenzten Baumes gleich der Summe 
der Vektorflüsse durch die Oberflächen der Baum- 
elemente. Da nämlich jede Vektorfläche eines im Innern 
befindlichen Baumelementes das entgegengesetzte Vorzeichen 
hat wie die anstoßende FUlche des benachbarten Baumelementes, 
und bei der Bildung des Vektorflusses dieser beiden Flächen 
jede derselben mit demselben Vektor multipliziert wird, so 
ist die Summe der Vektorflüsse sämtlicher Doppelflächen null, 
und es bleiben daher nur die Vektorflüsse der äußeren Be- 
grenzungsflächen des geschlossenen Baumes zu addieren. 

Bezeichnet man ein Oberflächenelement mit dQ und den 
gesamten Vektorfluß durch Q, so ist: 



Q=f%dQ. 



Q wird das Oberflächenintegral von S genannt. 

Zerlegt man «, 83 imd @ in ihre Komponenten und führt 
dann die Multiplikation aus, so fiindet man: 

eVa» = (ic, + jc, + f. c,) \\(a,b, -ab,) 

+ \{A,B^ - Ä,B,) + t(AS, - A,B,)-] 
= C,{A,B, - AB,) + C,{A,B^ - AB,) 

+ C,{AS,-ASd- 
Hierfür läßt sich auch schreiben: 

(10) eVa» = Af A, A 

Buoherer, Vektor -Analysit. 



18 



§ 5. Produkte aus drei Faktoren. 



Diese Determinante laßt sich aber femer schreiben: 
A^, A^f A^ B^y B^, B^ 
(JVSIÖ = B^, B,, B, = 0„ C„ C, 
Cj, Cj, Cj Aj^, A^y A^ 

Hieraus folgt ^ dafi: 

(11) ©Va» « aVs© = »Ve«; 

d.h., man kann 6^, St, 93 cyklisch yertanschen. Man erkennt 
ebenfalls^ daß diese Produkte positiv sind, wenn die Vektoren 
(S; Sl, 83 in ihrer Aufeinanderfolge einem Bechtssystem 
entsprechen. 

Die Vorzeichen in den Ausdrücken von Gleichung (11) 
kehren sich natürlich um, wenn die Reihenfolge der Faktoren 
im Vektorprodukt geändert wird. 

Außer dem skalaren dreifachen Produkt gibt es ein 
vektorielles: 

(12) 2) =VeVsia3. 

Die Deutung dieses Symbols ist, daß aus S und VS(S3 
das Vektorprodukt zu bilden ist. S) steht also auf S und auf 
VäS senkrecht. Dann ist aber: 

2)6 = 
S)V«S5 = 0. 
Letztere Beziehung bedeutet nun, daß S in der Ebene 
liegt, welche % und 83 miteinander bilden« Daher kann für 
S) gesetzt werden: 

(13) D = m« + n», 

indem, wie eine einfache Überlegung zeigt, jeder Vektor, 

welcher in der Ebene von zwei gegebenen Vektoren liegt, 

durch einen derartigen Ausdruck darstellbar ist. Femer liefert: 

3)6 = 

, mllS + na3S = 0, 

oder: ' 

(14) m:w = (-a3S):Sl6. 

Dadurch ist 2) bis auf einen unbestimmt skalaren Faktor E 
bestimmt, denn (13) und (14) liefern: 

(15) irj) = «(856)- 83(81®). 
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Um die Eonstante K zu bestimmen^ stellen wir folgende 
Überlegung an. Der Tensor von 3) wird seinen größten Wert 
erreichen, wenn Ä senkrecht auf S5 steht und wenn ® mit 
% und S3 koplanar ist. Dann ist nämlich: 

Da K konstant ist, so wird KD seinen größten Wert 
erreichen, wenn, wie ein Blick auf den Ausdruck: 

a(S3®) - 93(31®) 

zeigt, 93 und (£ gleich gerichtet und H ± (£ ist. Dann wird: 

KD = ABG. 

Dies ist aber infolge des obigen Wertes für D nur möglich, 
wenn: ^^^ 

Daher gilt die Gleichung: 

V6Vsia3 = 8(93©)- 95(81©). 

Stößt man bei Ableitung eines Ausdruckes auf rein vektor- 
analytischem Wege auf Schwierigkeiten, so steht immer die 
semikartesische Methode zur Yerfcigung. Doch muß dieses 
Hilfsmittel als ein Notbehelf betrachtet werden. Die semi- 
kartesische Methode ist meist weitläufig. Um zu zeigen, wie 
man diese anwendet, sei im folgenden der Ausdruck: 

VeV8l95 
entwickelt. 

Wir drücken zunächst die Vektoren 81, 95 und ® durch 

ihre Komponenten in der i-, j|-, t-Bichtung aus und erhalten 

den bereits abgeleiteten Wert von Vä95, nämlich: 

Va» = x(A,s,-A^B,) + 1(4,^1 -A^,) + KAS»-ASt) 

Wir setzen zur Yereinfachung: 



20 § ^- Produkte ans drei Faktoren. 

Dann können wir setzen: 

VeV«a3 = S)=V®(S. 

Nun ist: 

Man setzt in diesem Ausdrack die Werte von E^, E^, E^ 
ein und ordnet in folgender Weise: 

® = xM^iOt + ^,q, + B,G,) 

- xB^iA^C^ + JjCj + ^C,) 

Für die Elammeransdrücke erMlt man: 
Daher: 

(16) VeVa® = «•(©») -»(si®). 

Kompliziertere Prodoktbildnngen kommen in der theore- 
tischen Physik seltener vor and können immer leicht auf die 
abgeleiteten Doppelprodokte xmd dreifachen Produkte zurück- 
geführt werden. Es seien noch folgende Formeln angegeben: 

(17) VaasVes) = (Sie)(a3©) - (a®) (® e). 

(18) VVasV® ® = (siVes))» - (»Ve®) a 

= (aVa5©)6-(siVa5e)2). 

Von Widitigkeit ist die Tatsache, daß man bei Tektoriellen 
sowohl, wie auch bei skalaren Produkten die Tensoren als 
Faktoren herausschreiben kann, indem man an Stelle der 
Vektoren in den Produkten die Einheitsvektoren setzt: z. B.: 
fifÖ^ABCa^^i) 
Y^^ = ÄBY^fdi 

VaVs® = äbcV%Va^i 
l VasVes) = abcdY^^Y^^v 



(18a) 
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Man kann hieraus noch den weiteren Schluß ziehen^ daß 
man die einzelnen Faktoren zu beliebigen Einheitsvektoren, 
welche in dem Produkt vorkommen^ setzen kann: z. B.; 

VsiV« e = äbV^ aV»i 61 

§6. 

Ü1l>6r Differentiation. 

Allgemeines« 

Bei der Untersuchung der funktionellen Abhängigkeit der 
Vektoren von anderen Ghrößen werden wir naturgemäß zu der 
Auswertung von Differentialkoeffizienten und überhaupt zu 
Differentiationen geführt. 

Betrachten wir einen physikalischen Vektor in seiner 
Abhängigkeit von anderen Größen. 

In einem Wasserstrom wird in jedem Punkte die Ge- 
schwindigkeit des Wassers eine bestimmte Größe und eine 
bestimmte Richtung haben. Diese Geschwindigkeit ist daher 
in jedem Zeitpunkte eine bestimmte Vektorfanktion der Koordi- 
naten des Punktes oder kurz des Baumes. Man hat sich in 
diesem Falle den die Geschwindigkeit darßtellenden Vektor 
als kontinuierlich im Raum verteilt vorzustellen: 

Ändert sich diese Oesdiwindigkeit mit der Zeit, so ist: 

^ = f{x,y,e,t). 

BeschnLnkt man sich darauf^ die zeitlichen Änderungen 
der Geschwindigkeit des Wassers in einem bestimmten Punkte 
zu untersuchen, so wird der Koeffizient 

dt 
von Interesse sein. Dieser Differentialquotient ist ohne weiteres 
verständlich. 
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Nicht so einfach liegen die Verhältnisse bei dem vorerst 
genannten Falle^ wo die Geschwindigkeit $1 in einem Funkte 
in ihrer Abhängigkeit von der Lage des Ponktes im Baume 
untersucht werden solL Legt man einen Punkt als Anfangs- 
punkt eines Radiusvektors fest; von dem aus der Radius nach 
beliebigen Punkten des Raumes gezogen werden kann^ so läßt 
sich die Geschwindigkeit des Wassers als eine Funktion dieses 
Radiusvektors angeben. Im allgemeinen wird jeder sehr kleinen 
Änderung des Radiusvektors eine sehr kleine Änderung von 
% entsprechen. 

Die Bildung des Differentialquotienten ^ ist aber nicht 
angängig, weil der Division eines Vektors durch einen anderen 
Vektor kein bestimmter Sinn beigelegt werden kann. Dies 
hängt damit zusammen, daß bei Kenntnis des Vektorproduktes 
zweier Vektoren und des einen Vektors der andere Vektor 
nicht bekannt ist. 

Hingegen hat es einen Sinn zu fragen, welche Änderung 
9( erleidet, wenn man in der Richtung von t um die Strecke 
dr weiter geht. Li der Tat spielt der Koeffizient 

dr 
eine wichtige Rolle in der theoretischen Physik. Weiter unten 
wird dieser Koeffizient eingehender behandelt werden. 

Man kann auch nach der Änderung fragen, welche der 
Vektor Ä erleidet bei einer bloßen Richtungsänderung des 
Radiusvektors r, d. h. bei Konstanz vor r. Offenbar liegen 
die Werte von Sl, welche hier in Frage kommen, sämtlich 
auf einer Kugelfläche, welche mit dem Radius r um den 
Anfang des Radiusvektors beschrieben werden. 

Das Differential von ^ ist im allgemeinen ausdrückbar 
durch: 

(19) d% = ^^dÄ + Äd%^; 

(20) dSl = idA^ + idA^ -f. Id J«, 

«dSl = (i^ + i^a 4- !^)(idA + idA + WA) 
^ A^dÄ^+ Ä^dA^-^ A^dJ^, 
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Da nun ?l« = ^««^f +^| +^1, so folgt: 

(21) «d« = ÄdA. 
Dividiert man durch Ä, so erhalt man: 

(22) Slid8l==dA 

Setzt man aus (19) den Wert von dH ein, so ergibt sich: 

%^{%idÄ+ Äd'ä;) = dÄ, 
oder 

dÄ+^d^'==dÄ. 
Daher: 

(23) 2ld?li=:0; 

d.h. d%^ steht senkrecht auf ^. 

Hat man ein Vektorprodukt zu differentiieren^ so ist die 
Reihenfolge zu beachten: 

Es ist femer: 

Ein Radiusvektor^ dessen Anfang sich im Koordinaten- 
anfangspunkt befindet^ ist bestimmt durch: 

t=-lx + \y + U 

dx = idx + \dy + Ids. 

Hieraus folirt: . , 

^ \dx = dx 

\dx=^dy 

ldx=^dz, . 

dx(\ 4 i f I) = drc + dy + d^. 

§7. 

Eine hervorragende Rolle spielen die Differentialoperatoren, 
zu denen wir uns jetzt wanden wollen. Sie lassen sich alle 
von dem Hamiltonschen Operator V ableiten. 

V ist definiert durch: 
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Man erkexmt; daß y ^ ®^ Vektor aufgefaßt werden 
kann, dessen Komponenten in der ij|I- Richtung die Tensoren 

haben. Das Bechnen mit diesem nnd den daraus abgeleiteten 
Yektoroperatoren gewinnt sehr an Eiofachheit, wenn die 
Operatoren wie andere Vektoren behandelt werden. Ein 
solches Verfahren ist durchaus wissenschaftlich und auf Gb*und 
der Theorie der Invarianten streng zu begründen. Übrigens 
bedienen wir uns auch auf anderen Gebieten derartiger 
symbolischer Methoden, so z. B. zur Losung von gewöhnlichen 
Differentialgleichungen. Der Nachweis der Berechtigung des 
Verfahrens ist dann nach Lösung der Gleichung leicht zu 
erbringen, indem die Differentiation der Litegralgleichung die 
ursprüngliche Differentialgleichung liefern muß. 

Sollte bei einer derartigen Behandlung der Operatoren 
ein Zweifel über die Berechtigung des Verfahrens entstehen, 
so steht immer der Weg offen, den Operator in seine Kom- 
ponenten aufzulösen und durch schrittweise AusfQhrung der 
Operationen das Resultat zu erzielen. 

Wirkt der Operator V auf einen Vektor, so ist das 
Resultat ein Skalar: 

(26) va = (i^ + i^ + f^)(u, + ij, + i4,) 

dx "^ dy "^ dz 
Man erkennt, daß bei Auflösung der Klammem die Aus- 
drücke i^- usw. sowohl die Rolle von Faktoren als wie von 

ox 

Differentialoperatoren spielen. 

Li der Tat ist dieser zweifache Charakter der Vektor- 
operatoren stets im Auge zu behalten und zwar besonders bei 
der Differentiierung von Produkten. 

Der Ausdruck V8l wird die Divergenz von % genannt 
und auch mit div% bezeichnet: 

Die Deutung der Divergenz eines Vektors wird erleichtert, 
wenn wir sie mit* dem früher besprochenen Vektorfluß in 
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Beziehimg bringen. Wie gezeigt worden ist, läßt sich der 
Yektorfluß durch die Oberfläche eines geschlossenen Raumes 
auffassen als die Summe der Vektorflüsse, welche den Be- 
grenzungsflächen der Yolumelemente des Baumes zukommen. 
Man kann nun die Yolumelemente als die Quellen auffassen, 
denen die elementaren Yektorflüsse entspringen, und der 
Gesamtvektorfluß durch die Oberfläche wäre dann durch die 
Ergiebigkeit sämtlicher Quellen der Raumelemente bestimmt. 

Fassen wir ein beliebiges Raumelement ins Auge, so 
wird in dasselbe ein gewisser Muß von 9 eintreten und im 
allgemeinen ein unendlich wenig verschiedener Fluß von Sl aus- 
treten. Der Überschuß des ausgetretenen über den eingetretenen 
Fluß wird nun die Ergiebigkeit des Raumelementes darstellen. 

Ist die Raumeinteilung in der Weise erfolgt, daß die 
drei Scharen von Ebenen der ya-^ der xz- und der icy-Ebene 
eines Koordinatensystems parallel sind, dessen Xy y und in 
den Richtungen \\l zunehmen, so stellt dx dy dz ein Yolum- 
element dar, und die paarweise gegenüberliegenden sechs 
Flächen desselben sind ±\dydZy ±\dxdZy ±ldydx. 

Hat nun der Yektor an der Fläche —xdydz den Wert Sl, 
so wird er an der gegenüberliegenden Fläche xdydz, welche 
um die Strecke dx davon entfernt liegt, den Wert haben: 

Xli + -K-dx, 

dx 

Der Überschuß des austretenden über den eintretenden 
Yektorfluß, d. h. der gesamte Yektorfluß durch die betrachteten 
unendlich kleinen Seiten, ist daher: 

(Sl + ^-^d(^\dydz - %xdydz, 

oder: ^«, 

Xj^dxdydz. 

Dieser Ausdruck läßt sich auch schreiben: 



oder: 



'-^ä.i,ä.. 
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Für die beiden anderen Seitenpaare gelten analoge Über* 
legnngen. Wir fassen zusammen: 

Der Überschuß des austretenden Flusses über den ein* 

tretenden durch die ±xdy de 'UlAchen ist^ wie wir gezeigt 

haben: , ^^ gj^ 

idyd0g^dx= -j^ dx dy dz. 

Durch die + jl dxdz-YlAxAieji findet man analog: 

\dx de -^ dy = -^ dx dy de. 
Durch die ±f da; dy- Flächen: 

tdxdy-K^de^ -^dxdyde. 

Der Vektorfluß, welcher dem Volumelement dxdyde = dv 
entspringt; ist daher: 

folglich ist der gesamte Vektorfluß, welcher dem geschlossenen 
Baume entspringt: 

Wie früher gezeigt worden, ist der gesamte Vektorfluß 
durch das Oberflächenintegral von $1 definiert. Daher ist: 

(27) Jadg =^Jv%dv. 

Dieser Satz wird als der Satz von Gauß bezeichnet. 

Das Oberflächenintegral eines Vektors ver- 
schwindet, wenn die Divergenz des betreffenden Vek- 
tors null ist. Die Gleichung 

(28) • V?l = 

heißt die hydrodynamische Gleichung. Sie enthält die 
Bedingung, daß eine Flüssigkeit, deren Geschwindigkeit % ist, 
inkompressibel sei. 

Denkt man sich innerhalb einer unzusammendrückbaren, 
sich bewegenden Flüssigkeit einen Baum abgegrenzt, so wird 
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in jedem Zeitmoment ebensoTiel Flüssigkeit aus diesem BAome 
ausfließen wie einfließen. Mit anderen Worten, die in jedem 
Momente im ganzen einfließende Flüssigkeit ist null. 

Die Quantität einer Flüssigkeit, welche durch eine Fläche 

mit der Geschwindigkeit % eintritt, ist aber l^dQf d. h. gleich 

dem Oberflächenintegral von $1 über g. Man erkennt hieraus, 
daß das Oberflächenintegral von ^ über eine geschlossene 
Fläche nuU wird, wenn die Flüssigkeit unzusammendrückbar 
ist. Infolge des Gauß sehen Satzes wird dann auch die 
Divergenz von Sl null. 

Das Beispiel einer strömenden Flüssigkeit hat noch einen 
weiteren Vorzug. Denkt man sich nämlich in einem Punkte 
eines abgegrenzten Baumes eine Quelle der Flüssigkeit, so wird 
der Vektorfluß der Geschwindigkeit Sl, d. L die Strömung der 
Flüssigkeit durch die Begrenzungsfläche des Baumes unabhängig 
sein von der Gestaltung dieser Fläche, solange diese Fläche 
die Quelle einschließt. Diese Tatsache ist im Gauß sehen 
Satze enthalten, indem bei der Bildung des Oberflächenintegrals 
von % eine beliebige Fläche in Frage kommt, welche sämt- 
Uche Volumelemente mit Divergenzstellen einschließt. 

Wirkt V auf einen Badiusvektor, so ergibt sich: 

Vt = V(t^ + iy + I.) = ^ + || + || = 3. 

Wirkt der Operator V auf einen Skalar, so ist das Besultat 
ein Vektor. 
(29) v^-i|| + i|f+(|^. 

Um mit dieser Operation ein Bild zu verbinden, denke 
man sich einen Körper, dessen Dichte variabel ist, und zwar 
in der Weise, daß sprungweise Dichteänderungen nicht vor- 
kommen mögen. Die Dichte kann dann als stetige Funktion 
des Baumes dargestellt werden. 

Legt man in dem Körper einen Funkt als Anfangspunkt 
eines Badiusvektors fest, so wird die Dichte in jedem Funkte 
eine eindeutige Funktion dieses Badiusvektors sein. Beachtet 
man das im Anschluß an Gleichung (2) Seite (6) Gesagte, so 
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wird man erkenneil; daß VJ. in diejenige Richtung fällt; 
in der sich Ä am meisten ändert. Denn nnr in dieser 
Richtung erreicht V^ seinen größten Wert. — Geht man in 
der Richtung des Radiusvektors t um die Strecke dr weiter; 
so wird sich Ä um dÄ geändert haben. Zu dem Endpunkte 
des Vektors Xi(r + dr) gelangt man aber, indem man in der 
i-Richtung um dXy dann in der {-Richtung um dy und schließ- 
lich in der t- Richtung um de weiter geht Daher ist: 

dÄ dÄdx dAdy . dÄdz 

df'^'dx'dr'^dydr'^dzdr' 

und nach Gleichung (24) nimmt die rechte Seite den Wert an: 

dÄ_dÄ.dx dA,dx dA^dx 
dr "" dx^dr"^ gy Mr "^ ds ^ dr' 

Bei konstantem r^ ist aber: 

dx = x^dr. 



Daher: 






(29) ^ = ^i(^^)- 

(30) dA = x^dr{VÄ) = dxiVA). 

-j- wird nuU, wenn r^ senkrecht auf VA steht Bezeichnet 
man daher die Flächen; auf welchen die Dichte A konstant ist; 
als Niyeauflächen; so steht VA in jedem Punkte dieser Fläche 
auf der Niveaufläche senkrecht und fällt in die Richtung; in 
der sich J. am meisten ändert. Für ri(VJ.) kann — (VJ.) gesetzt 

werden; führt man die Multiplikation von — mit VA auS; so 
ergibt sich: 

-?^ + 'f^ + '7W-(7^)^-('.')^- 

Es ist also: 

(31) r,(V^) = (r,V)^. 

Von häufigem Vorkommen ist der Ausdruck: 

vi. 

r 
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ZmuLchst erkennt man leicht; daß der Tensor dieses Vektors 
den Wert 



haben muß; denn in keiner Bichtung kann sich ein reciproker 
Radiusvektor mehr andern als nm diesen Betrag. Bezeichnen wir 
einen Einheitsvektor; welcher in die noch imbekannte Sichtung 
von V— i^t; mit q, so können wir setzen: 

r ^r* 
Anderseits wissen wir, daß: 

Folglich: 

Daher findet man: ^ 

V- = - \ 

r r" 

Bisher haben wir die Ausdrücke Vä, VJ. xmd (Xjy)Ä 
kennen gelernt. Diese Ausdrücke können als Froduktbildungen 
aufgefaßt werden. Es liegt nun nahe, das Vektorprodukt aus 
V und Ä zu untersuchen, d. h. den Ausdruck VVSI. Ent- 
wickeln wir diesen Ausdruck geradeso wie V81S3, so folgt: 



(32) VVSI = 



i i « 

dxdy dz 



oder: 

(38) V^ _ if^ - ^) + if^ - 1^) + 1.(^ _ ^). 

Der Ausdruck VVÄ wird auch ab der curl von Ä be- 
zeichnet. Der curl eines Vektors spielt eine wichtige Rolle 
in der theoretischen Physik. Seine Bedeutung wird besonders 
bei Besprechung des Linienintegrals eines Vektors hervortreten. 

Die Divergenz eines curls ist null. Es ist nämlich: 

div curl a = VVcurl « = VVVSI. 
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Durch cyklische Vertanschung nimmt letzterer Ausdruck 
die Form an: vVva = (VVV)a. 

Ein Vektorprodukt; dessen beide Faktoren gleich sind; ist 
aber null. Daher: 
(33a) divcuria = 0. 

In dem Ausdruck ^t ^ ^ 

Vva = curia 

kann % auch durch ein Vektorprodukt ersetzt werden: 

curiVe5D=VvVe®. 

Da der Operator V auf ® sowohl wie auf 3) einwirken 
soll; so läßt sich auch schreiben: 

VvVe® «VvgVe® +Vvj)V®®, 

oder: 

VvV®® = curlttVe® + curlj)VeS). 

FürVV(jVS;® läßt sich aber auch nach (16) setzen: 

VvgVe® « (®v)® - (V®)®. 

Bei der Aufeinanderfolge der Faktoren in den Produkten 
SV und V@ ist dem Umstände Rechnung getragen^ daß nur 
(£ variiert werden soll. In derselben Weise erhält man: 

Vvj) V®® = (v©)® - (®v)®. 

Im ganzen erhält man daher: 

curl V®® = (S)V)(£ - S)(Ve) + (VS))e - (ev)5D, 
oder: 
(34) curlV®® = (S)V)(5:~(6V)S) + ediv5D-5Ddive. 

Von Interesse ist der curl eines Vektorprodukts, in 
welchem der eine Faktor konstant, der andere ein Radius- 
vektor ist. 

In dem Ausdruck: ^, 

curlVSt 

sei S ein konstanter Vektor und r ein Radiusvektor* Ent- 
wickelt man noch (34), so ergibt sich: 

curl Ver = (rV)® - (®V)r + ® divr - r div®. 
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Nun ist (rV)(£ und tdivS null wegen der Eonstanz von 

•Wie frülier gezeigt worden ist, nimmt div r den Wert 3 an. 

Daher: (v^)(£ _ g(vr) = 3(5. 

Ferner ist: 

Deshalb kann gesetzt werden: 

(35) V V,V(£ r « curl,Ver = 2 ©. 

Das Symbol curl« bedeutet, daß die Variation nur auf den 

Faktor r des Vektorprodukts V®t zu erstrecken isi Zu 

bemerken ist, daß: . ^ 

' curlr==0. 

Denn es ist: 

i l « 

A A 1. 

dx dy dz 
X y 

Von Wichtigkeit ist femer der Ausdruck: 

curl(9?l), 

wo fp einen beliebigen Skalar bezeichnet. Beachtet man, daß 
man ein Produkt variiert, indem man den einen Faktor bei 
Eonstanthaltung des anderen variiert, dann den zweiten bei 
Eonstanthaltung des ersteren und dann addiert, so kann man 
setzen: 

curi(9«) = Vv(9)«) = V(v<p)a + Vva, 

oder: 

(36a) curl(9«) « V(V(p)a + fpcurl«. 

Ebenso wie man VvVStSB ab dreifaches Vektorprodukt 
auffassen kann, so ist es gestattet, den Ausdruck: 

vVsi» 

als Produkt der Faktoren V und VS93 anzusprechen. 



curlr == 



32 § 7. über Differentiation. 

Beachten wir^ daß V sowohl auf 9( als auf 93 yariiereud 
einwirken soll^ so können wir schreiben: 

Durch cyklische Yertauschung kann daher auch gesetzt 
werden: 

vVa» = »Vvsi - aVvJB - »curia - «curia, 

oder: 

(35b) div V«a5 = ö curl a - a curl 58. 

Ein Operator, welcher sich aus dem Hamiltonschen ab- 
leiten laßt, indem man diesen mit sich selbst multipliziert, ist: 

V». 

Der Aosdrack V wird der Laplacesche Operator ge< 
nannt und ist definiert durch: 

z.B.: 

(35c) v?l = -g^ + -g^ + -g^, 

oder ancli: 

V*Sl = tV*^i + j V*J, + IV*4,. 

Wirkt V anf einoi Skalar ein, so kann anch gescluieben 
werden: 
(35d) V*^=V(V^). 

Denn: 



/.dÄ .dÄ f8Ä\ 



dy 

Eine solche Trennung der Faktoren V ist jedoch nicht 
statthaft, wenn V' änf einen Vektor wirkt. Denn offenbar ist: 

V(V?l) = 7^ + V^ + V^, 
und dieser Wert ist Terschieden yon: 
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Ldl der theoretischen Physik kommt häufig der Operator 
««l'^or: corPSC=VvVva. 

Dieser Ausdruck ist als dreifaches Vektorprodukt aus V, 
V und % au&ufassen. Deshalb nimmt er den Wert an [siehe 
Gleichung (16)]: 
(35f) curP« = Vdiv« - V'a. 

Von Wichtigkeit ist auch die Gleichung: 
(35g) curl (V^) = VV(V^) =- 0. 

Die Richtigkeit dieser Beziehung erhellt am besten^ wenn 
man curl(V^) durch seine Determinante darstellt. 
Es ist nämlich: 





t 


i 


I 




d 


d 


a 


curl(V^) = 


^ 


^ 


TS 




dA 


dA 


dA 




dx 


dy 


dz 



und wie man sofort erkennt; ist diese Determinante null. 

§8. 

Die Operation (ÄV)® beansprucht besonderes Interesse. 
Der Ausdruck kann als dreifaches Produkt der Vektoren 
^; V und 93 aufgefaßt Verden: 

(36) (SlV)8=(Ag| + ^^ + 4.^)®- 

Erinnert man sich der Formel (16): 

((£»)« ~ (si®)» = VeVaas, 

so läßt sich fOr (SV) 58 schreiben: 

(37) (« v»)a5 = v»(aa5) +V Vv»a3a - v»(aa5) +Vcuri »a. 

Ist a ein Einheitsradius t^^ so kann (t^V^)® als der 
Differentialkoeffizient von 93 nach r aufgefaßt werden nach 
Analogie von Gleichung (30): 

Buoherer, Vektor -AnalysiB. 3 



34 § 8 • t)l)er Differentiation. 

(38) (t, V) » = ^ == V»(t,SB) + VcurlSBt,, 

(38a) d^ = dr (tiV)SB = (rftV)» 

xind durch Multiplikation von (38) mit r: 

(39) (t V) » -= 1^ r - V»(t SB) + Vcurl » t. 

Diese Gleicbnng gestattet es^ einen Yektor als Funktion 
eines BadiusTektors nach der Mc. Laurinschen Reihe zu ent- 
wickeln. Bekanntlich ist, wenn y = f(pi>), 

In dieser Gleichung bedeuten f(0), f(0) usw. die 
Punktion y bezw. die Derivierten dieser Funktion, nachdem 
man in denselben x = gesetzt hat. 

Faßt man daher den Yektor S3 als lineare Funktion von 
t auf und versteht man unter (2S3 die Änderung, die S3 er- 
leidet, wenn man in der Richtung t^ um die Strecke dr 
weitergeht, so ergibt sich: 

Der Index bedeutet, daß die Werte Ton SB und von 

-^ in Frage kommen, welche in einem unendlich kleinen 

Bezirk um den Anfangspunkt des Radiusvektors herum be- 
stehen. 

Man erkennt nun, daß man gemäß Gleichung (39) setzen 
kann* 

(40)' a3 = »o+(tv)o», 

wenn man S3 in dem unendlich kleinen Bezirke, welcher den 
Ursprung des Radiusvektors umgibt, angeben will, t ist als- 
dann ein unendlich kleiner Radius. 

Durch Einsetzen des Wertes von (r V) SB aus Gleichung (39) 
folgt: 
(41) » = »0+ ^»(^®) + VcurlSBt. 



^0^- 
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Dieser Ausdruck läßt sich yereinfEbchen^ indem fär 
V(rSB) auch gesetzt werden kann: 

V»(r»)=V(ta5)-V,(rSB> 

Führt man die Operation Vt(t83) auS; so findet man dafür 
den Wert SB. Daher: 

(42) V»(ra3)=V(r8)-», 
folglich: 

(43) » = |»o + |v(a3t)+^Vc^l»^- 

Einfachere Beispiele aus der Mechanik. 
I. Zur Statik starrer Körper. 

Ein starrer Körper ist dadurch definiert; daß man die 
Angriffspunkte der auf ihn wirkenden Krafbe hehebig in den 
entsprechenden Exaftrichtungen yerschieben kann^ ohne das 
Gleichgewicht zu stören^ bezw. den Bewegungszustand zu 
ändern. 

Wir beweisen folgenden Satz: 

Die Kräfte, welche in den Schwerpunkten der 
Flächen eines Polyeders normal zu diesen und nach 
innen gewandt mit Intensitäten angreifen, welche den 
Inhalten der betreffenden Flächen proportional sind, 
halten sich im Gleichgewicht. 

Zunächst beweisen wir diesen Satz für ein reguläres 
Tetraeder. 

Errichtet man in den Schwerpunkten der Flächen eines 
solchen die Normalen, so treffen sich diese Normalen be- 
kanntlich in einem Punkte und gehen durch die Ecken des 
Tetraeders. Wenn man daher die Angriffspunkte der in den 
Schwerpunkten der Tetraederflächen angreifenden normalen 
Kräfte nach diesem Schnittpunkt yerlegt und beachtet, daß die 
Kräfte der Größe und Bichtung nach bis auf das Vorzeichen 
den als Vektoren aufgefaßten Flächen entsprechen, ftLr welche 
die Gleichung gilt: ^g == 0, so ist einleuchtend, daß diese 
Kräfte sich im Gleichgewicht halten müssen. 
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Hat man nun ein beliebiges Polyeder^ so kann man dieses 
in eine nnendlicli große Anzahl von regolaren Tetraedern 
lückenlos einteilen. Läßt man anf die Flächen der Tetraeder 
die normalen nach innen gerichteten gleichen Kräfte wirken^ 
so daß dieselben im Schwerpunkte der Tetraederflächen an- 
greifen^ so wird jedes Tetraeder in Gleichgewicht sein und 
folglich auch das Polyeder. Erwägt man^ daß auf zwei 
aneinander stoßende Tetraederfiächen gleiche und entgegen- 
gesetzte Kräfte wirken, welche sich also aufheben; so bleiben 
als wirkende Kräfte nur diejenigen übrig, die an den Ele- 
menten der Polyederflächen selbst angreifen. Auf die Elemente 
der Polyederfiächen wirken nun gleiche normale Exäfte. Diese 
können bei jeder Polyederfläche ersetzt werden durch eine 
einzelne im Schwerpunkt der Polyederfläche angreifende; 
normal nach innen gerichtete Kraft von der Ghröße des Inhalts 
der entsprechenden Fläche. 

Hieraus folgt; daß ein Polyeder im Gleichgewicht sich 
befindet; wenn in den Schwerpunkten der Flächen zu letzteren 
proportionale; normale; nach innen gerichtete Kräfte angreifen. 

n, Znr Theorie des Sohwerpimktes. 

Im folgenden betrachten wir den Gleichgewichtszustand 
eines starren; homogenen Körpers ; auf welchen die als kon- 
stanter Vektor aufgefaßte Schwerkraft einwirkt. Der Schwer- 
punkt eines solchen Körpers fällt mit dem Massenmittelpunkt 
zusammen. Daher genügt er der Bedingung; daß sein Abstand 
von einer beliebigen Ebene gleich dem mittleren Abstände 
seiner sämtlichen Punkte yon dieser Ebene ist. 

Um die Bedingungen; welche an den Schwerpunkt zu 
knüpfen sind, analytisch zu formulieren; ist es nützlich, Torher 
auf den Begriff eines Kraftmoments einzugehen. 

unter dem Exaftmoment Wl einer im Punkt P angreifenden 
Kraft $ in Bezug auf den Punkt versteht man den Ausdruck: 

VrS, 
WO t von nach P zu ziehen ist. Das Kraftmoment strebt 
den Körper um eine durch gehende, senkrecht zu r und 
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% stehende Achse zn drehen. Damit also ein Körper weder 
eine Drehwirknng nnd noch eine translatorisch wirkende 
Eraftwirknng erfahre, muß die geometrische Summe aller 
Krafbnomente nnd die Summe aller Kräfte null sein. 

' Das heißt: ,--^ 

2^ = 0, 

Der Schwerpunkt eines Körpers ist nun dadurch aus- 
gezeichnet; daß für jede beliebige Orientierung des Körpers 
gegen die Kraftrichtung die Summe aller Kraftmomente be- 
zogen auf den Schwerpunkt null ist. Ist die Dichte des 
homogenen Körpers q und bezeichnen wir die Schwerkraft 
mit ® und ein Volumelement mit dv, so wirkt auf den Körper 
eine Kraft: /• 

Es ist daher die Summe äJ^ aller Kraftmomente: 

ä» = QjYx&dv. 

@ ist Ton einem Potential ableitbar: 

® = Vy; 
daher: ^ 

m^QjYx'7ipdv. 

Nun ist nach Gleichung (35 a): 

VrVy = y curl r — curl (yr); 
da aber: 

curl r = 0, 
so folgt: ^ ^ 

Q f YxVg)dv = — Q I curl ((px)dv. 

Die rechte Seite dieser Gleichung läßi sich noch um- 
formen, indem: ^ ^ 

— p/ curl {tpx)d'o « q\ V(9>r)d9; 
daher: /» 

Es läßt sich also das Gesamtmoment der auf einen 
homogenen Körper wirkenden Kräfte bezogen auf 
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einen beliebigen Punkt durch ein rektorielles Ober- 
fläcbenintegral angeben^ wenn das Potential der Kraft 
an jedem Punkte der Oberfläche desselben bekannt ist. 
Für den Schwerpunkt gilt: 



oder: 

"h&dv « 0. 



/V(9^r)d9«0 



Diese Bedingung muß fär jede beliebige Lage des Körpers 
erfQUt sein^ oder, was dasselbe bedeutet^ bei einer bestimmten 
Lage des Körpers muß die Gleichung für eine beliebig ge- 
richtete konstante Kraft erfüllt sein. Das ist aber nur mög- 
lich, wenn: 

^rdt; = 0. 



ß' 



Dieser Bedingung muß der Schwerpunkt eines 
jeden homogenen Körpers genügen. 

m. Die Bewegung eines starren Körpers. 

Der allgemeine Fall der Bewegung (Schraubung) eines 
starren Körpers tritt ein, wenn der Körper außer einer trans- 
latorischen Bewegung eine Drehung ausführt. Man erhält die 
Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes des Körpers, wenn 
man zur translatorischen Geschwindigkeit die rotatorische 
addiert. Wir wollen nun den Ausdruck für die letztere ab- 
leiten. 

In der Figur bezeichne der große Pfeil die Lage der Dreh- 
achse. Auf dieser wählen wir einen beliebigen Punkt 0, Ton 
dem aus wir den Badiusvektor nach dem Punkte P des starren 
Körpers ziehen, dessen Geschwindigkeit wir finden wollen. Be- 
zeichnen wir dann den Tensor der Winkelgeschwindigkeit mit w 
und den Winkel, den r mit der Achse bildet, mit a, so erkennt 
man sofort, daß der Tensor v der Geschwindigkeit Ton P ist: 

v = rw sin cc. 



Bas erste Keplersche Gesetz. 
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Die Bichtnng der Geschwindigkeit t) ist dadurch bestimmt^ 
daß die Aufeinanderfolge von x, t) und der der Drehung ent- 
sprechenden Achsenrichtnng einem Rechtssystem entspricht. 
Fassen wir daher die Winkelgeschwindig- 
keit als einen Yektor anf ^ dessen Bichtnng 
in jene Achsenrichtnng fallt; so erkennt 
man, daß: ^^Ym. 

Führt der Körper außerdem eine 
translatorische Bewegung mit der Ge- 
schwindigkeit )Dq auS; so ist die Bewegung 
eines Punktes eines starren Körpers in 
einem gegebenen Zeitpunkt: 

tt) ist fOr alle Punkte des Körpers kon- 
stant. Wie nun früher gezeigt wurde [siehe Gleichung (35)], ist: 

2ttj = curlt); 




Flg. 9. 



daher ist auch: 



Ö = üo-f|Vcurl ör. 



rv« Zur Kinematik eines Punktes. Das erste Keplersohe 

Gesetz. 

Das erste Keplersche Gesetz sagt bekanntlich aus, daß der 
von der Sonne nach einem Planeten ge- 
zogene BadiusTektor in gleichen Zeiten 
gleiche Flächen beschreibt. 

Dieser Satz gilt allgemein für die 
Bewegung einer Masse, auf welche eine 
Zentralkraft wirkt. 

Bewegt sich der Badiusvektor r in 
der Zeit dt um die Strecke dt weiter, 
•0 ist die beschriebene Fläche dQ: 



= 4Vrdr; 




Fig. 10. 



daher: 
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dt "" 2^*d«' 
folglich: 

A^ — iV— ^ -4- iVr — 
dt dt "" a^clid*'^ 8^^<i*'* 

Die rechte Seite der Gleichnng ist offenbar ntdl^ denn 
zunächst ist das erste Glied als Vektorprodukt zweier gleicher 

Vektoren nulL Das zweite Glied besteht aus Paktoren, welche 

d^x 
entgegengesetzte Richtung haben. Denn ^ repräsentiert die 

Beschleunigung der Ejraft und ist im Falle, daß die Gravitations- 
kraft wirksam ist, nach dem Zentrum gerichtet, wahrend t 
vom Zentrum nach der Masse gezogen ist. Da nun: 

so folirt: 

dt dt ~ "' 

dt 
Dies ist das erste Keplersche Gesetz. 



V. Die Bewegung eines Punktes auf einer Eurre. 

Ein Punkt bewege sich auf einer beliebigen Kurve. Zur 
Zeit i befinde er sich in P^. Im folgenden Zeitelement lege 
er die Strecke ds zurück und gelange so nach P,. Zieht man 
Ton einem festen Punkte aus einen Radiusvektor nach dem 
Punkte, so fällt die Richtung der Geschwindigkeit t) in jedem 
Zeitpunkte mit der Richtung des Zuwachses von t zusammen. 

Daher findet man: 

^ = di' 

Die Richtung von tl ist aber tangential zur Kurve. Be- 
zeichnet man daher einen Einheitsvektor in der Richtung von 
t) mit q, so erhält man: ^^ 

ds 

j- ist hier also der Tensor der Geschwindigkeit. 



Die Komponenten der BescKLeunignng. 
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Für die Beschleunigung findet man: 



'di'Tt'^^di^'' 



dc^(d£ 



©'+■. 



d^ 



de 

-~ läßt sich nun mit dem Ejrümmungsradius der Eurre im 

Punkte P^ in Beziehung bringen. Zieht man von den Punkten P^ 
und P2 die Einheitsvektoren c^ und 
Ci+ dq in der Richtung von ö und 
verbindet die Endpunkte^ so entsteht 
ein gleichschenkliges Dreieck^ dessen 
Winkel an der Basis als rechte Win- 
kel aufgefaßt werden dürfen^ weil 
der Winkel an der Spitze unend- 
lich klein ist. Die Basis ist nun 
gleich dc^. 

Ferner errichten wir in P^ und 
P2 nach der konkaven Seite zu Senk- 
rechte auf Ci und c^ + dfc^. Diese 
schneiden sich im Erümmungsmittel- 
punkte. Das so entstandene Dreieck 
ist dem Dreieck, gebildet aus c^, 0^+ dq 
und dc^; ähnlich nach Konstruktion. 
Daher verMlt sich der Tensor von 
dz^xds wie l:ü, wenn mit B der 
Krümmungsradius bezeichnet wird. Fig. 11. 

Denkt man sich den Ejrümmungs- 

radius JB vom Kjümmungsmittelpunkt aus nach der Kurve 

gezogen^ so ist offenbar die Richtung dieses Radiusvektors 

entgegengesetzt derjenigen von dc^. Deshalb kann gesetzt 

werden: , ^ 

^ — __?^ 
ds b' 

wo 2?! einen Einheitsradiusvektor in der Richtung von R be- 
deutet. Daher findet man für die Beschleunigung: 




B \dt) + ^^ 



dt*' 
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.§8a. 

Tektoranalytisehe Transformationeii. 

• An den Physiker tritt Mnfig die Aufgabe heran^ yariable 
Vektoren, welche als Funktionen gewisser unabhängiger Ver- 
änderlichen auftreten, als Funktionen von anderen Veränder- 
lichen auszudrücken. Die Vektoranalyse gestattet nun derartige 
Transformationen in eleganter Weise zu bewerkstelligen. Wir 
haben bereits in dem Satze yom Oberflächenintegral eine 
derartige Transformation kennen gelernt. 

Wenden wir uns zunächst der Ableitung des Stokesschen 
Theorems zu. 

Ein Vektor SB sei im Baume kontinuierlich verteilt. Wie 
bereits froher gezeigt wurde, läßt sich dann S3 als Funktion 
eines Radiusvektors darstellen, dessen Ursprung in einem be- 
liebig gewählten Punkt festgelegt ist. Läßt man den End- 
punkt dieses Radiusvektors eine Baumkurve tracieren, so 
bezeichnet man den Ausdruck: 



fi 



Po 

als das Linienintegral des Vektors 93 über die Kurve. Das 
Integral ist zwischen den Punkten Pq und P^ zu nehmen. 
Ist die Kurve eine geschlossene, und soll das Integral über die 
geschlossene Kurve genommen werden, so drückt man ein 
solches Integral durch das Symbol: 
Pö 
nBdr oder durch /sBdr 

aus. Durch das Stokessche Theorem wird nun ein Linien- 
integral über eine geschlossene Kurve durch ein Flächen- 
integral über eine beliebige von der Kurve begrenzte Fläche 
ausgedrückt. 

Bevor wir den eigentlichen Stokesschen Satz beweisen, 
soll ein verwandtes' Theorem abgeleitet werden. 
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Man denke sich die abgebildete Enrve durch den End- 
punkt Yon t traciert. dt ist dann als Streckenelement der 
Enrve aufzufassen. S3 sei eine lineare Funktion von r. 

Nach Gleichung (39) ist: 

(r V)ö = r ^ = V»(r 83) + Vcurl » r, 
wofär auch infolge von (42) gesetzt werden kann: 

(44) ^47"^(^®) ~ ® + VcurlSBt. 

Hier [ist wohl zu beachten, daß die Werte von JB, -j- 
und curl83 sich auf den Endpunkt von r beziehen. 

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit dt und 
integriert über eine geschlossene Kurve, so ergibt sich: 

(45) Jr^dx^JdxV{x^)'-hdx+Jd VcurlSBt. 

Nun ist die linke Seite der Gleichung durch [partielle 
Integration: 

Der erste Term der rechten Seite verschwindet aber, 
denn unter dem Integralzeichen steht ein vollständiges 
Differential, und bei der Integration zwischen zwei identischen 
Grenzwerten nimmt es den Wert nuU an. 

Der zweite Term der rechten Seite nimmt den Wert an: 

(47) ^<.(,«)_/;(.18 + ,^. 

Da aber 89 eine lineare Funktion von r, so ist: 

^ = 0. 
dr 

Die Gleichung (45) nimmt daher die Form an: 

(48) - Ad» = /drV(rSB) -- /»dt + /irVcurlSBr. 
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In dieser Gleichung ist nun: 

^drV(rS3) = 0, 



/^ 



weil der Ausdruck unter dem Integralzeiclien ein Tollständiges 
Differential ist [siehe öleichung (30)]. Beachtet man ferner^ 

daß /(2(93r) aus demselben Qrunde verschwindet; und daß 

daher: ^ ^ 

(49) Jxdf6 = -J^dx, 

so' folgt: ^ ^ 

(50) 2 / »dt = / drVcurl S3t. 

Durch cyklische Vertauschung kann die rechte Seite auch 
geschrieben werden nach (11): 

Jdr Vcurl 85 r =ycurl S3 Vr (it. 

ytdx ist nun die doppelte Yektorfläche des Dreiecks^ 
welches r und dt zu Seiten hat. Bezeichnet man daher eines 
dieser Flächenelemente mit dQ, so ist: 

'curlJBVrdr = 2 JcurlSBdfl. 

Damit geht Gleichung (50) über in: 



/" 



J^dx = fcy 



(51) /S3dr = /curia5d9 



Diese Gleichung stellt einen Spezialfall des Satzes Ton 
Stokes dar. 

Wie bereits bei der Ableitung von Gleichung (44) erwähnt 
wurde, bezieht sich den Voraussetzungen der Ableitung ge- 
mäß curlS3 auf Punkte der Randkurve. Bei der Bildung des 

^^«^ /cnrlSdg 

sind daher die Elemente der Eegelfläche dQ mit denjenigen 
Werten von curlSS zu multiplizieren, welche auf den zu dg 
gehörigen Streckenelementen dx bestehen. Beachtet man aber 
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ferner^ daß gemäß der Ableitung der ürspnmg des Radius- 
vektors beliebig gewählt war^ daß also die Integratioii über 
beliebige Eegelflächen erstreckt werden kann^ sofern diese 
nnr durch dieselbe Randkurve begrenzt werden^ so erkennt 
man^ daß das Integral nur dann einen eindeutigen Wert 
liefern kann^ wenn curl93 auf der Kurve einen konstanten 
Wert besitzt. Die Kurve war aber in dem betrachteten Felde 
beliebig gezogen. Daher gelangen wir zu der wichtigen 
Schlußfolgerung: In einem linearen Yektorfelde hat der 
curl des Vektors einen konstanten Wert. 
Für ein lineares Feld gilt daher: 

(51 a) JIb d r = curl » /d 9. 

Wir wenden uns nunmehr dem allgemeineren Falle zu, 
daß S3 eine beliebige stetige Funktion des Ortes sei. 

unterwirft man zunächst in dem Felde des Vektors einen 
unendlich kleinen Bezirk der Betrachtung und zieht in diesem 
eine in sich zurücklaufende Kurve^ so darf man in diesem 
Bezirke 93 als lineare Funktion des Ortes auffassen und auch 
den curl des Vektors als konstant betrachten. Dann wird in 
diesem Bezirk die abgeleitete Beziehung: 

S8dr = curia3 Jdg 

anwendbar sein. Wir gehen nunmehr zur Betrachtung eines 
endlichen Bezirks über. In dem Felde des Vektors S3 sei 
eine beliebige geschlossene Kurve gezogen^ welche als Band- 
kurve eine beliebige Fläche begrenze. Wir denken uns diese 
Fläche durch zwei Scharen von Linien in eine unendlich 
große Anzahl von Parallelogrammen geteilt und fassen dann 
diese Flächenelemente als in demselben Sinne traciert auf Es 
gilt fUr jedes FULchenelement: 

I8dr = curig5t?9, 



/^ 



ß 



wo dQ nunmehr die Fläche des Parallelogramms repräsentiert 
und nicht mehr ein Element einer unendlich kleinen Fläche, 
wie in der vorhergehenden Gleichung. Summiert man alsdann alle 
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Werte von curlSdg, welche von sämtlichen unendlich kleinen 
Parallelogrammen geliefert werden ; so kann diese Summierong 
dargestellt werden dnrch: /* , g. 

Dieser Ausdruck muß nun gleich sein der Summe aller 
Linienintegrale über die Bandkurven der unendlich kleinen 
Parallelogramme. Ziehen wir alle Ausdrücke: 

f&dx 
zusammen^ wo d r die Seite eines unendlich kleinen Parallelo- 
gramms bedeutet^ so finden wir^ daß bis auf die von der 
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Randkurve herrührenden Glieder jedes S3dr zweimal vorkommt 
und zwar das eine Mal mit positivem^ das andere Mal mit 
negativem Vorzeichen, 

Die beistehenden Figuren werden die Erkenntnis dieser 
Tatsache erleichtem. Verstehen wir daher nunmehr unter 
dt ein Element der endlichen Bandkurve^ so kann die Summe 
der Linienintegrale von 93 über die Begrenzung der kleinen 
Parallelogramme ausgedrückt werden durch: 



und es ist 
(51b) 



f^dx=ß 



curl SBdg. 
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Der Beweis des Stokesschen Satzes kann in einfacher 
Weise geführt werden unter Benutzung von Gleichung (43): 

» = i »0 + |v(»r) + |Vcurl »r . 

Der Wert Yon 83 in dieser Gleichung bezieht sich auf 
einen sehr kleinen Bezirk^ welcher den Anfangspunkt des un- 
endlich kleinen Badiusvektors t einschließt. 

Multipliziert man die Gleichung mit dt und integriert 
dann über die geschlossene Kurve, welche in dem betreffenden 
kleinen Bezirk verlauft, so erhält man: 

(52) fmr = jj{^^ + V (SSr) + Vcurl föx)dx. 
Nun ist offenbar: 

weil 83o eine Konstante und äf(83ot) ein vollständiges Differential 
ist. Wendet man zur weiteren Untersuchung der in (52) vor- 
kommenden Integrale analoge Überlegungen an wie bei (48) 
und (50), so findet man für das Linienintegral der Bandkurve 
des Flächenelementes: 

/»dr^/curlSBdg. 

um femer zu endlichen Dimensionen überzugehen, ver- 
fahrt man genau in derselben Weise wie bei der vorhergehenden 
Ableitung. 

§ 9- 
Das Potential. 

An den Stokesschen Satz lassen sich wichtige theoretische 
Betrachtungen anschließen. 

Aus der Ableitung geht zunächst hervor, daß die FJ&che, 
welche von der Kurve begrenzt wird, beliebig gestaltet sein 
kann. Denkt man sich nun eine geschlossene Fläche, durch 
eine in sich zurücklaufende Linie, in zwei Hälfben geteilt, so 
kann diese Linie als Bandkurve zu beiden F^chenteilen auf- 
gefaßt werden. Dann gilt sie aber fCir die eine Hälfte als im 
entgegengesetzten Sinne traciert wie für die andere, da wir ja 
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den Umlaufssiiin einer geschlossenen Kurve immer so wählen^ 
daß die von derselben begrenzte Fläche — als Teil einer ge- 
schlossenen Flache aufgefaßt — stets einen nach außen weisenden 
Vektor zugeordnet erhält. Dem Vektorfluß des curl S5 durch die 
eine Hälfte entspricht daher ein gleicher Vektorfluß mit ent- 
gegengesetztem Vorzeichen durch die andere Hälfte; d. h., der 
Vektorfluß des curl 93 durch die geschlossene Fläche ist null: 

(52) Jcurl aSdg = 0. 



Der Index am Integralzeichen bedeutet hier^ daß die Inte- 
gration über die geschlossene Fläche auszuführen ist. 

Daß der Vektorfluß eines curls eines Vektors nuU ist^ 
konnte auch bereits aus dem Gauß sehen Satze gefolgert werden. 
Es ist nämlich Gleichung (27) : 

curl Sdg = / div curl S dv. 



/" 



Aber nach Gleichung (33 a): 

div curl © = 0. 

Gleichung (52) besagt, daß der Fluß eines Vektors durch 
eine geschlossene Fläche verschwindet, wenn dieser Vektor als 
curl eines anderen Vektors darstellbar ist. 

Aus dem Stokes sehen Satze können wir femer die wich- 
tige Schlußfolgerung ziehen, daß das Linienintegral über 
eine geschlossene Kurve null ist, wenn der curl des 
betreffenden Vektors null ist. 

Das führt uns zu einer Betrachtung der Arbeitsleistung 
von zwei verschiedenen Klassen von Kräften. Ganz allgemein 
ist die elementare Arbeit, welche eine Kraft leistet, wenn ihr An- 
griffspunkt eine unendlich kleine Wegstrecke zurücklegt, gleich 
dem Produkt aus Kraft und Wegstrecke, multipliziert mit dem 
Kosinus des von den Richtungen beider eingeschlossenenWinkels. 

Legt daher der Angriffspunkt der Kraft S3 auf einer be- 
stimmten Kurve den Weg von P^ nach Pj zurück, so ist die 
Arbeit: ^« 

j^dx. 
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Wir können nun die Frage stellen, ob und in welcher 
Weise dieses Integral von der Gestalt der Kurve abhängig ist, 

Ist eine Abhängigkeit vorhanden, so zeigt eine einfache 
Überlegung, da£ dann der Wert des Linienintegrals über eine 
geschlossene Kurve einen positiven oder negativen Wert hat, 
d. h. nicht null sein kann. Denn nehmen wir an, es standen 
zwei Wege von P^ nach Pj zur Verfugung, von welchen der 
eine über den Punkt D und der andere über N führt, so 
können wir den Angriffspunkt der 
Kraft eine geschlossene Kurve be- 
schreiben lassen, indem wir ihn 
von P^ nach D und von da nach 
P2 gehen lassen. Von Pj gehe er 
nach N und kehre von da nach P^ 
zurück. 

Der Punkt hat eine geschlossene 
Kurve beschrieben. Da hierbei die 
Krafb, indem sich ihr Angriffspunkt 
von Pj über D nach Pg bewegt, eine andere Arbeit leistet 
als auf dem Wege von Pj über N nach P^, so ist: 

Jmx =Jmx +J^dx ^ 0, 

Px Pa 

oder bei expliziter Angabe des Weges: 

D Pa N Px 

Jjödx =Jmx +Jmx +fmx +fmx ^ o. 

Pi D P, N 

An Stelle der Kraft 93 kann offenbar ein beliebiger im 
Baume verteilter Vektor treten, und wir dürfen auf Grund de» 
Satzes von Stokes schließen, daß das Linienintegral eines 
Vektors, genommen zwischen zwei Punkten des Raumes, von 
der Gestalt der Kurve abhängig ist, wenn der curl dieses Vektors 
einen von null verschiedenen Wert hat. 

Die Tatsache, daß das Integral von fSdx, genommen 
zwischen zwei identischen Werten, nicht null ist, wird mathe- 

Bucherer, Vektor -Analysis. 4 
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matisch dadurch ausgedrückt^ daß man sagt^ der Skalar S3(2r 
ist kein yollkommenes Differential. 

Wie wie früher gesehen haben^ laßt sich das yollsi»iidige 
Differential eines im Baume stetig verteilten Skalars V aus- 
drücken durch [siehe Gleichung (30 a)]: 

dF=(V7)dr. 
Setzen wir daher: 

»-VF, 

oder auch, wie dies z. B. für eine abstoßende Kraft zutrifft, 
welche in der Richtung des abnehmenden Potentials wirkt: 

a5 = -VF, 

so yerschwindet das Linienintegral von 93 über eine geschlossene 
Kurve: 

(53) J{Vr)dx==0. 



F wird das Potential von S3 genannt. Kräfte, welche 
von einem Potential ableitbar sind, werden ab konservative 
Kräfte bezeichnet. Daß der curl von V F null ist, war auch 
bereits durch Gleichung (35 g) ausgesprochen. Femer sei noch- 
mals darauf hingewiesen, daß die Kraft S3 senkrecht steht auf 
den Mächen, auf welchen Feinen konstanten Wert hat. VergL 
die an Gleichung (30) anknüpfenden Bemerkungen. 

Zu den bekanntesten konservativen Kräften gehören die 
Schwerkraft und die in einem elektrostatischen Felde wirkende 
Kraft. 

Betrachten wir das Feld eines Elektrons oder allgemeiner 
einer Ladung, welche in einem sehr kleinen Volumen kon- 
zentriert gedacht werden kann. Die Erfahrung lehrt, daß die 
Kraft, welche von einer solchen Ladung herrührt, ausgedrückt 
wird durch: 

(54) e-l^, 

wenn q die freie Elektrizitätsmenge bedeutet. Denkt man sich 
eine Kugelfläche um die Ladung als Mittelpunkt konstruiert. 
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SO ist der Yektorflnß^ welcher die Oberfläche dieser Kugel 
durchsetzt: 

(55) ßdQ^^ß^dQ. 

Nun sind r^ und dQ gleichgerichtet. An Stelle von 

x^dQ 
kann daher der Tensor eines Elementes der Kugelfläche treten. 
Erwägt man femer, daß zu jedem dg derselbe Wert von -^ 
gehört, so erkennt man, daß die Integration des Ausdrucks 
liefert: ^ 

(56) J®dQ^^'4:xr^^4xq. 

Wie schon bei Besprechung des Oauß sehen Satzes be- 
merkt wurde, kann an Stelle der Kugelfläche eine beliebige 
Fläche treten, welche q umgibt. 

Man erkennt hieraus, daß der Vektorfluß konservativer 
Kräfte in isotropen Medien durch das 4:n;-fache der von der 
Fläche eingeschlossenen Masse ausgedrückt werden kann. 

Schließt die Fläche mehrere Ladungen q^, q^, q^ etc. ein^ 
so sind die von diesen herrührenden Yektorflüsse zu addieren, 
indem ja die 6esamtkraft durch geometrische Addition der 
Einzelkräfte erhalten wird: 

(57) f(&dQ ==fi®, + «2 + ©3 • • • + e„) dg. 

Nach dem Oaußschen Satze kann an Stelle des Ober- 
flächenintegrals ein Baumintegral treten: 

J®dQ=JäiY®dv, 
daher 



(58) J äiY ®dv = 4:aq. 



Machen wir femer die Annahme, daß in dem betrefPenden 
Baume die freie Elektrizität eine kontinuierliche räumliche 
Verteilung habe, und daß ihre Dichte q sei, so ist: 



<59) q^JQdv. 



4* 
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Und es gilt die Gleichung: 

(60) jiiY(&dv=J4tn:Qdv, 

Besteht daher in einem Pnnkte des Baumes die Dichte 
der freien Elektrizität q, so ist: 

(61) div@ = 4Ä(>. 

@ ist nnn Ton einem Potential ableitbar: 

daher 

(62) -VV=:43rp 

und für Baumteile; welche frei von Ladungen sind: 

(63) VV«0. 

Dies ist die Laplacesche Gleichung. 

Der Inhalt dieser Gleichung wird auch oft in der Weise 
ausgedrückt, daß man sagt, die elektrostatische Kraft erfülle 
in isotropen Medien die solenoidale Bedingung. Der Vektor- 
fluß findet nämlich in ununterbrochenen, unverzweigten 
Linien statt. 

Aus der Gleichung für eine konseryatiye Kraft laßt sich 
das zu der Kraft gehörige Potential in folgender Weise ab- 
leiten. Man multipliziert die Gleichung: 

(64) ®=_VF=/t,^ 
mit dt, wo dx = t^dr ist und erhalt: 

-{^r)dx^fdx^,Qdv, 

-dr=f^gdv, 

Außer dem skalaren Potential kennt die theoretische- 
Physik ein yektorielles Potential, welches definiert ist durchs 
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Znr Bildung dieses Integrals sind von einem festen Punkte 
aus die Badienvektoren nach allen Yolnmelementen zu ziehen^ 
wo a besteht; fftr diese Elemente sind alsdann die Ausdrücke: 

adv 
r 

zu bilden. Die geometrische Summierung dieser Ausdrücke 
liefert den Wert von fß für den betreffenden festen Punkt. 

Von Wichtigkeit ist die Divergenz und der curl eines 
Yektorpotentialsr 

(66) ^Y^^Jv[fjdv=^f\Vadv-J^dv, 

curlSB=yVv(^)(it;, 

(67) curl SB = /"} curl a dv +/V^ d v. 

Aus der Analogie der Gleichungen: 

Cgdv 

V'F , nj ßdv 

dürfen wir sofort schließen, daß die Gleichung für 93 sich auch 
schreiben laßt: 

(68) « = -/S7^- 

In engem Zusammenhange mit der Lösung für V'SB 
steht die Lösung der Differentialgleichung: 

curl SB = m. 
Man schreibt zunächst unter Einführung der Hilfsgröße %: 

» = curia. 
Dann ist: eurl5B== curP3l = - V% 
indem wir vdivÄ^O 

gesetzt haben. 



F 
wo 
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Die Lösung fOr V*?l ist aber gemäß Gleichung (68): 



. — dv, 

4knr 



wofaf wir auch setzen dürfen: 
(69) a=J- 

Hiermit ist die Aufgabe gelöst^ denn um SB zu finden, 
brauchen wir nur den curl dieser Gleichung zu nehmen. Von 
besonderem Interesse ist die Lösung für den Fall, daß nur 
ein einziger Wirbelfaden im Felde yorhanden ist. La der 
Elektrodynamik entspricht dies dem Falle, wo ein elektrischer 
Strom a in einem sehr dünnen geschlossenen Leiter fließt. 

Nach der Maxwellschen Theorie ist, wenn die von dem 
Strome a herrührende magnetische Erafb mit ^ bezeichnet 

^"^*- curl$ = 4Äa. 

Die Aufgabe, die wir uns stellen, besteht nun darin, das 
magnetische Feld ^ zu finden, welches zum curl^ gehört. 
Nun liegt der Maxwellschen Gleichung die Auffassung zu 
Grunde, daß der Strom eine gewisse Raumdichte a besitze, 
d. h., daß ein Strom a durch jede Flächeneinheit des senkrecht 
zur Stromrichtung gestellten Querschnitts fließe, während in 
dem gewählten Beispiele der Gesamtstrom a durch einen sehr 
dünnen Leiter fließt. Es ist aber leicht zu erkennen, daß die 
Wirkung des Stromes nach außen dieselbe ist, als ob das 
magnetische Feld von einem Stromfaden herrührte, welcher 
eine Liniendichte a besäße. Bezeichnen wir ein Element der 
Leitlinie, welche im Sinne der Stromrichtung traciert sei, 
mit dx und führen wir wieder die Hilfsgröße Ä ein: 

$ = curia, 
so geht Gleichung (69) über in: 



(69s) a=/f^ 



r ist der Tensor des Radiusvektors r, welcher von dem 
Punkte P aus, auf welchen sich ä bezieht, die Leitlinie 
des Stromfadens traciert hat. 
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Es folgt für ^ in einem beliebigen Punkte P: 
^ =s cnrl ja—* 

Die Operation cnrl kann sich naturgemäfi nur anf — 
beziehen^ indem ja a nnd dt durch Stromstärke und Form 
des Leiters nnveranderlich bestimmt sind; d. h. die Variation 
bezieht sich auf den Ort von P bezw, den Anfangspunkt von t. 

Man findet daher: 

(69b) ^^^"^/Vl'^^)^^ 

oder: 






Beachtet man nun, daß r bei der Tracierung der Leit- 
linie des Stromkreises einen Kegelmantel beschreibt, dessen 

Flächenelement: _ 1 jt -, 

dg = -Vtdr 

ist; SO kann man weiter für ^ schreiben: 
(69c) § = 2a/^?. 

Der Ort von dg ist natürlich der Punkt P, auf den sich 
§ bezieht. 

Diese Formel liefert den Wert von § für jeden Punkt 
eines magnetischen Feldes, welches von einem Strome her- 
rührt. Sie drückt das Biot-Savartsche Gesetz aus. Es ist 
vonWichtigkeit, auf das Vorzeichen von $ hinzuweisen. 
Im allgemeinen zeigt der einer Fläche zugeordnete Vektor 
nach außen und dementsprechend denken wir uns die 
Flächenelemente traciert. Da aber die Tracierung der Kegel- 
flächenelemente im vorliegenden Falle ganz unabhängig 
durch die Stromrichtung bestimmt ist — dt fällt in die 
Stromrichtung — , so hängt das Vorzeichen von dQ jedesmal 
von der Stromrichtung ab. Die Aufeinanderfolge von r, dx 
und ^ muß einem Bechtssystem entsprechen, um daher konse- 
quent zu bleiben, darf der Kegelmantel nicht als Teil einer 
geschlossenen Fläche aufgefaßt werden. 
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§10. 

Zerlegung eines Tektors in einen solenoidalen 

nnd einen wirbelfreien Anteil. 

Bei der üntersnchtmg von Vektorfeldern ist es zuweilen 
erforderlich; den betreffenden Vektor in einen solenoidalen und 
einen wirbelfreien Anteil zu zerlegen. Nach Stokes Ter- 
fahrt man bei dieser Zerlegung folgendermaßen. Ist S3 die 
solenoidale und (S die wirbelfreie Komponente von %, so 
bestehen die Gleichungen: 

(70) « = » + ©, 

div. SB = 0, 

curie = 0. 

Wir fähren nun Hilfsgrößen ein, welche diesen Bedingungen 
genügen müssen. 

(71) ® = -V9', 

(72) SB = curigf. 

Dadurch nimmt die Oleichung för S( die Form an: 

(73) a = cürl5-V9). 
Folglich ist: 

(74) V« = -VV 

Hieraas ergibt sich der Wert Yon Vtp. Es ist nämlich, 
wie wir gesehen haben: 

(75) -V^^fhRp, 



WO 



Daher auch: 



(76) ®.= -Vg>=/.^I^. 

Nimmt man den curl von Sl, so findet man: 

curia = curia =« curPg. 
Es ist aber: 

curl>g = Vdiyg - V^g. 

Wir setzen nun: ,. ». /^ 

div ö = 0. 
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Dadurch wird: 
(77) cxuV^ = -V% 

und man erhalt die Gleichung: 

curia V'g. 

Die Lösung dieser Gleichung ist; wie gezeigt wurde: 

" 4:7t^ r 
Daher findet man für ^: 

(78) a_±„„i/-=ä5,,+/i^i. 

Hiermit ist die Zerlegung von Sl in einen solenoidalen 
und einen wirbelfreien Anteil erreicht. 

§11. 

IJmwandInng yon DifFerentialqnotienten nach der Zeit 

in solche nach dem Ort. 

I. Translation von Vektorfeldern. 

Eine wichtige^ besonders in der Elektrizitatslehre häufig 
vorkommende Transformation ist die eines Differentialquotienten 
nach der Zeit in einen solchen nach dem Ort. Die Möglich- 
keit einer derartigen Umwandlung ist dann vorhanden, wenn 
die Gesetzmäßigkeiten bekannt sind, durch welche die zeitlichen 
Änderungen eines Vektors an die Bewegungen des Vektor- 
feldes geknüpft sind. Diese Bewegungen können verschiedener 
Art sein. Das Feld kann sich translatorisch wie ein starrer 
Körper bewegen, es kann wie ein solcher rotieren, es kann 
deformiert werden und schließlich können Bewegungen vor- 
handen sein, welche als Kombinationen der erwähnten auf- 
zufassen sind. 

Betrachten wir folgenden konkreten Fall: Eine geladene 
Kugel sei gegen ein ruhendes Koordinatensystem orientiert. 
Es läßt sich dann die elektrische Kraft @ in jedem Punkte 
als Funktion der Koordinaten angeben. — Bewegt sich die 
Kugel gleichförmig und geradlinig, so wird sich @ zeitlich 
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andern. Die zeitliche Änderung von @ in einem Punkte stehe 
nun in einer Beziehung zu einer anderen physikalischen ge- 
richteten Oröße ^, und zwar bestehe Proportionalität zwischen 
beiden^ d. h. es sei: 

(79) a = c^. 

Wir nehmen an^ die Geschwindigkeit t) habe die Richtung t 
und diese falle mit der Richtung der zunehmenden x zusammen. 
Es ist: 

(SO d® ^ a® dx 

^ dt dx dt' 

um die Berechtigung des Minuszeichens zu erkennen^ be- 
achten wir^ daß in einem gegebenen Punkte @ sich in dem 
Zeitinterrall dt dadurch ändert^ daß an seine Stelle ein Wert 
tritt^ welcher in dem betreffenden Zeitpunkte an einer um vdt 
zurückliegenden Stelle^ d.h. in Richtung der abnehmenden 
X bestand. 

Erinnern wir uns nun^ daß der Ausdruck: 

die Änderung von @ bedeutet, wenn wir in der Richtung 
Yon t) um die kleine Strecke dx weitergehen, so können wir 
schreiben: 

(81) 11 = (»1^)®» 
und folglich: 

(82) ^ t;(ti,V)® (t.V)@; 

daher: 

(83) a c(t)V)@. 

Pur einen beliebigen ins Auge gefaßten Punkt wird % 
sich infolge der Fortbewegung der Kugel mit der Zeit ändern. 
Es ist physikalisch von Wichtigkeit, den Wert von Sl auf 
Punkte zu beziehen, welche als zu dem den geladenen Körper 
umgebenden Raum gehörig aufgefaßt werden. Dies führt zur 
Einführung eines zweiten Koordinatensystems, welches an der 
Bewegung teilnimmt, und welches wir uns als mit dem Körper 
starr verbunden vorstellen wollen. Auf dieses Koordinaten- 
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System beziehen sich Yon nun an die Raumoperationen. Für 
S( kann auch durch Anwendung von Gleichung (34) geschrieben 
werden: 

(84) a = - et) div @ + c@ div t) + c curlVt)® + c(eV)t). 

Nun ist t) konstant. Nehmen wir femer an, in dem be- 
trachteten Räume sei: 

div e = 0, 

so folgt: 

a = ccurlVt)®. 

Man kann die Hilfsgröße: 

% = curl $ 
einführen/ womit man erhält: 

(85) curl ^ = c curlVt) 6 . 

Man integriert diese Differentialgleichung, indem man setzt: 

(86) $ = cVt)e + Ä, 
wo ^ der Bedingung genügen muß, daß: 

curl ft = 0. 

Ein derartiger Vektor Ä ist, wie wir gesehen haben, von 
einem skalaren Potential ableitbar: 

Hierdurch nimmt Gleichung (86) die Form an: 

(87) § = cVt)@-VF. 

Zu dieser Gleichung führt die Maxwellsche Theorie, wenn 
wir mit ^ die magnetische Kraft bezeichnen, mit c die 
Dielektrizitätskonstante eines isotropen Mediums und weiter 
mit S( das 4^-fache des elektrischen Stromes. 

Die zweite Hauptgleichung für den Fall einer gleichförmig 
bewegten Ladimg hat die Form: 

(88) eurl@ = -ft^. 
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II bedeutet die mi^etische Permeabilität. Behandeln wir 
diese Gleichung in derselben Weise wie die vorhergehende; 
so finden wir: 

(89)- -f^4f = '^(^^)^ 

= ftt)(V$) + II curlV^t). 
Also ist, wenn wir setzen V§ = 0: 

(90) cnrl(®-ftV§u)«0, 

und hieraus folgt durch Integration die zweite Hauptgleichung: 

(91) e = ftV$U-V9. 

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt werden, wie ein 
solches Oleichungssystem zur Lösung von spezialisierten Pro- 
blemen angewandt wird. 

n. Kotationen von Vektorfeldern. 

Für die neuere Elektrizitötslehre sind die Untersuchungen 
des Feldes von gleichförmig, geradlinig sich bewegenden Ladungen 
und von rotierenden Ladungen von fundamentaler Bedeutung. 
Die Gleichungen, welche sich auf die erstere Art der Bewegung 
beziehen, sind bereits abgeleitet. Die Untersuchung rotierender 
Felder ist eine schwierigere und führt nur in besonders spe- 
zialisierten Fällen zu Lösungen. Dabei ist aber die Art der 
Behandlung des Problems so allgemein instruktiv fOr die 
Anwendung vektoranalytischer Methoden, daß ein tieferes Ein- 
gehen auf dasselbe sich lohnt. 

Botiert eine Ladung mit konstanter Winkelgeschwindig- 
keit tD um eine konstante Achse, so wird, wenn der stationäre 
Zustand eingetreten ist, das die Ladung umgebende Feld T^ie 
ein starrer Körper rotieren. 

Die Maxwellschen Gleichungen, die hier zur Anwendung 
kommen, sind nun: 

(92) curie = -ft^; 

(93) curl$= c^. 



Rotation eines geladenen Cylinders. 
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Diese Gleichungen gelten für Baumteile^ welche frei von 
Ladungen sind. Das Medium wird wieder als isotrop angenommen. 
Faßt man einen bestimmten Punkt des Feldes ins Auge, so 
erkennt man leicht^ daß die Komponenten der elektrischen und 
der magnetischen Kraft in bestimmten Richtungen besondere 
;; ausgezeichnete'^ Werte annehmen müssen. Diese ,,aus- 
gezeichneten^' Richtungen sind erstens die Bewegungsrichtung; 
zweitens die zur Bewegungsrichtung und zur Rotationsachse 
senkrechte radiale Richtung^ drittens die Richtung der ab 
Vektor aufgefaßten Winkelgeschwindigkeit. 

Wählt man nun die Ghrundyektoren i, l, I so, daß t mit 
der t- Richtung zusammenfallt^ j| mit der t)-Richtung und I mit 
der tD- Richtung, so darf 
man annehmen, daß durch 
die Wahl dieser Haupt- 
richtungen eine Verein- 
fachung erzielt wird. Dies 
führt naturgemäß zur Ver- 
wendung zylindrischer Ko- 
ordinaten. Diese seien 
durch Zy r, a gekenn- 
zeichnet. Die Polarachse 
nehme an der Rotation 
teil. Dann erhalt die Be- 
dingung der solenoidalen Verteilung von (£ und ^ die Form: 

(94) di,e-if,(r£,) + i^ + ^-0, 




JPolar*acfiae 



Fig. 14. 



(95) 



diT§ 



(96) 



und 



Femer sind die Komponenten des curls von @ und $: 



g2 § !!• Umwandhuig von Differentialqnotienten usw. 

(cnrl@>=.t(--g^--g/) 

(97) j(cnrl®), = i(^-i^) 

Anmerkung. Allgemeines über Koordinatentransforma- 
tionen siehe in H. Weber, Partielle Differentialgleichungen, 
Bd.1, S. 94— 106. 

In den beiden Hauptgleichungen können wir die zeit- 
lichen Änderungen durch räumliche ersetzen. Es ist nämlich: 

(98) ^^=-- y^{^^) = - V^f^rwV)^. 

indem der Tensor der Geschwindigkeit ö den Wert rvo hat. 
Die Richtung der Geschwindigkeit ist nach obiger Festsetzung 
die j[- Richtung. — Für den Differentialquotienten von @ nach 
i findet man in analoger Weise: 

(99) c^ = -ca«;rV)@. 

Daher nehmen die Hauptgleichungen die Form an: 

(100) curl§ = - c(irw;V)@, 

(101) curl@ = ft(irw;V)§. 
Es ist aber: 

(102) o(j|rw;V)@ = -- ccurlVl^«?® — crwdiv® 
und 

(103) f*(i^^V)Ö = — ftcurlVi^w^© — ftr«;diT§, 
und da ® und ^ solenoidal verteilt sind, so ergibt sich: 

(104) curl§=:OcurlViytc;®, 

(105) curl e = ftcurlV$irw. 

Durch Integration gehen diese Gleichungen über in: 

(106) § ^^{^wrR^-KwrB^ - Vy, 

(107) e = c (- IwtE^ + iwr jBj) - VF. 



Der von einem Potential ableitbare Teil von $. 
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Durch wechselseitige Substitution liefern diese Gleichungen^ 
wenn gesetzt wird: 



wo V die Lichtgeschwindigkeit: 

( TP /l r^^\ ^^ I 



(108) 



dV . _dtp 



E, 



l_ dV 
r da 






(109) 



TT _ dtp ' 



Bezüglich der Einfuhrung der Integrationskonstanten V9 
und VF ist zu erwähnen, daß, während VF offenbar einen von 
null verschiedenen Wert haben muß, dies bezüglich V9) nicht 
auf den ersten Blick erkennbar ist. 

Daß Vy im allgemeinen einen von null verschiedenen 
Wert haben muß, ^ßt sich aber, wie folgt, zeigen. Setzt man 
in die Gleichung (95), welche die Bedingung der solenoidalen 
Verteilung von § enthalt: 



(110) 






diejenigen Werte der Komponenten von ^ ein, welche Glei- 
chung (109) unter der Annahme: 

g) = const. 

liefert, so findet man zunächst: 



(111) 



dvd_ 

dg dr 



1- 



tr'r' 



dW 

drdz 



1- 



Wr» 



dW 



('-'S-) 

und hieraus, da fiir F als potential die Beziehung gilt 
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§ 11, Umwandlung Ton Differentialqtiotienten new. 



(112) 
folgt: 
(112a) 

dv 



drdz " 
■ dV 



dzdr 
= 0. 



-^ kann aber im aUgemeinen nicht null sein^ weil dann 
allgemein die ^r-Eomponente der elektrischen Kraft auch fü^ 
i/o^=^0 yerschwände. 

Es wird aber Einzelfälle geben^ in welchen die Annahme 
gestattet ist^ daß die 0- Komponente von (S verschwindet. 

Läßt man nämlich einen sehr langen geladenen Zylinder 
um seine Achse rotieren^ so muß aus Symmetriegründen die 
jET-Komponente Yon (£ null sein. In diesem SpezialMl werden 
daher bei Annahme 

die Gleichungen (108) und (109) die Form annehmen: 

■^.(i-'-^i-i-r 

(118) U — ijj 

U(i-'-^)-v:-o 

Et =0 

iA(i-^)- 

Setzt man zur Vereinfachung: 



und: 



(114) 






dv 







(115) 

und bildet dann: 



so erhält man: 

(116) 

oder: 

(117) 



diT@^ 



0, 
8 /l dV\ 



r dr\8 or / r dcc\r da/ 

d (T dv\ , a»F ^ 
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Überlegt man weiter, daß Y im Falle eines rotierenden 
Zylinders unabhängig Yon o( sein muß, so wird die Gleichung 
für F: 

(118) ^|r=o, 

oder: . 

("9) If-<'.(7-'^> 

(120) r-0.(logr-i'4?-') + C,- 

dY 
Zur Bestimmung Yon -^ benutzen wir die allgemein gültige 

Beziehung, welche zwischen der Ftö.chendichte 6 und der an 
der betreffenden Stelle der Oberflache wirkenden Eraft besteht 
Es ist bekanntlich 

(121) cE^=A:%fi, 

Ist die Länge des Zylinders Z, die Ladung desselben g und 
der Radius des Querschnitts (», so ist die Flächendichte der 
Elektrizität: 

(122) «^ = ^- 

Daher ist die Kraft an der Oberfläche des Zylinders, d. h. 
für r == 9: 

(123) ci?,= ?f; 



und da 



so ist 



^ 1 aF 



Femer ist: 

(126) ii = i?, = 0, 

(127) 5.=.^, 

(128) fli = ^ = 0. 

Buoherer, Vektor -Analysis. 
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Hierdurch ist das Problem der Botation einer Ladung für 
den Spesdalfall eines rotierenden Zylinders gelöst. Die allgemeine 
Lösung des Problems ist sehr verwickelt und erfordert die 
Lösung von Differentialgleichungen 4. Ordnung. 

Anmerkung. Die vorstehende Behandlung des Problems 
'eines rotierenden geladenen Zylinders habe ich gegeben, um 
an einem Beispiel zu zeigen^ wie man nach Aufstellung der 
Orundgleichungen zu verfahren hat^ um die Lösung eines 
konkreten Falles zu erzielen. Ich habe mich hierbei auf den 
Boden der Maxwellschen Theorie gestellt. Nun machen aber, 
wie mir scheint, gewisse Experimente, welche in jüngster Zeit 
angestellt wurden, eine Abänderung der Hauptgleichungen von 
Maxwell, ebenso wie derjenigen von Lorentz notwendig. 
Diese Experimente, ich erwähne hier vor allem die Versuche 
über einen etwaigen Einfluß der Erdbewegung auf die Liter- 
ferenzerscheinungen des Lichts, welche zur Lösung der Frage 
bezüglich der Beweglichkeit des Äthers unternommen waren, 
werden von tiefergehendem Einfluß auf die Gestaltung der 
Elektrizitätslehre werden. Die Fragestellung bezüglich einer 
Beweglichkeit des Äthers wird hierbei wahrscheinlich verlassen 
werden. 

§12. 
Das Oreensche Theorem. 

Es seien U und V endliche stetige Funktionen der 
Lage in einem Baume, welcher von einer geschlossenen Fläche 
begrenzt sei. 

Es ist allgemein: 

(129) VI7VF= V(Z7VF) - C^V«F. 

Daher: 

(130) hü'^vdv ^J'sriuv r)dv -fu^^ vdv. 

Die Litegration ist über den begrenzten Baum zu er- 
strecken. 



Die Greenschen Sätze. g7 

Nach dem Gaußschen Satze ist nun: 

(131) JviüVV)dv^J{üVV)d^, 
Daher: 

(132) /v UVVdv ==f{ÜVr)dQ -füV^Vdv, 
Ist ?7= F, so besteht die Gleichnng: 

(133) Jiyyydv ^Cwvd^ -fv(y^r)dv. 

Es befinde sich der vorhin betrachtete abgegrenzte Raum 
innerhalb einer zweiten Oberfläche. Bezeichnen wir ein Flachen- 
element der im Innern befindlichen Fläche mit dQ^ und ein 
fiolches der äußern Hülle mit dQ^j und wenden wir alsdann 
das Green sehe Theorem auf den Zwischenraum zwischen den 
beiden Flächen an^ so ist offenbar gemäß Gleichung (132): 

(134) /(V ÜVr)dv =füV VdQ, -JtJV Fdgi - f^TV« Vdv. 

dg, sei nun das Flächenelement einer Eugel von unendlich 
großem Radius. 

Wir untersuchen^ ob das Integral: 



/^ 



UVVd%^ 

verschwindet. Erwägt man, daß die Oberfläche, d. h. der 
Tensor von gg, proportional der 2. Potenz des Radius r ist, 
flo wird das Integral verschwinden müssen, wenn {UV) von 
geringerer als der — 1. Potenz von r. Die vorhergehende 
Gleichung nimmt alsdann die Form an: 

<136) /(V UV V) dv =fuv VdQ -JuV^ Vdv. 

Die Yolumintegration ist nunmehr über den ganzen 

unendlichen Raum zu erstrecken, welcher die Fläche g umgibt. 

Gleichung (136) liefert durch Vertauschung von U und F: 

<136) JiJJ'sr F)dg - AfV U)d% ==/^^* ^^^ "J^^^ ^^^' 
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Es ist nützlich^ an diese Gleichimg eiae Betrachtang 
anzuschließen^ welche von fundamentaler Bedeutung ist^ und 
welche auch bei dem später zu behandelnden Beltramischen 
Theorem in Anwendung kommt. 

In dem betrachteten Felde sei die Punktion ?7= — Wir 

T 

fassen zwei Punkte in dem geschlossenen Baume ins Auge. 
Von dem einen festen Punkte P aus ziehen wir den Radius- 
vektor t nach dem zweiten variablen Punkte. In P wird die 
Funktion U unendlich groß. Wir schließen deshalb diesen 
Punkt durch eine Eugelhülle von unendlich kleinem Radius q 
vom Jntegrationsgebiete aus. 

Man findet nun^ daß der Raum^ welcher von der Eugel- 
hülle umschlossen ist^ nichts zu den Yolumintegralen von 
Gleichungen beitragen kann^ denn zunächst ist: 

(137) V«?7=V*^ = 0, 
indem: 

Hier bezeichnen x^, y^, % die Koordinaten des Punktes P 
und X, y, z die variablen Koordinaten des Endpunktes des 
Radiusvektors. Es ist also^ wenn wir die auf die ausgeschiedene 
Stelle bezüglichen Integrale durch den Index q kennzeichnen: 

(138) JrV^Udv^O. 

Femer kann das Integral: 

Td^ V« Vdv, 

9 
wenn es auf die kleine Kugel erstreckt wird, nur kleine Werte 
von der Ordnung p^ liefern. 
Man erkennt ferner, daß 

fuVVdQ, 

wenn die Integration auf die Oberfläche der ausgeschlossenen, 
sehr kleinen Kugel erstreckt wird, nur kleine Werte von der 
Ordnung q liefern kann. 
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Daher bleibt nur der Ausdruck: 
Vv?7dg 



/' 



in Erwägung zu ziehen. 

Bezeichnet man den Wert; welchen V innerhalb der Hülle 
einnimmt; mit Vq, und erwägt maU; daß: 

V?7 = V7 },' 

daß also dg dieselbe Richtung hat wie — V 27; so kann gesetzt 
werden: /» 

(139) Jy.^TJd^ Fo4^. 

Hierdurch ist nachgewiesen; daß der Eigenschaft der 
Funktion XJy im Punkte P unendlich zu werden; dadurch 
Rechnung getragen wird; daß man von den Oberflächenintegralen 
in Gleichung (136) den von der Eugelhülle herrührenden Aus- 
druck: 4^^^ 

abzieht. Hierdurch geht diese Gleichung über in: 

(140) 4« F„ -Jv» F^ +/(i VV-r7\) dg. 

Die Yolumintegration ist nun auf den ganzen begrc^ten 
Raum zu erstrecken und die Flächenintegration auf die Be- 
grenzung dieses Raumes. Gleichung (140) und Gleichung (136) 
gelten gleichzeitig, wenn XJ und V in dem betrachteten 
Gebiete mit ihren ersten Ableitungen stetig sind. Indem wir 
nun diese Gleichungen als zusammengehörig auffassen; sehen 
wir von der Spezialisierung der Funktion U, welche zu 
Gleichung (140) führte; ab^ d. h. die einzige Beschränkung; 
welche wir den Funktionen auferlegen; ist die erwähnte Stetig- 
keit im Gebiete v. 

Eine Addition der Gleichungen ergibt: 

(141) 43r V^=^f{U- ^V^Vdv -Jvv^Udv 
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In dem Falle^ wo die Aimahme gestattet ist; daß: 

an der Oberflache des betrachteten Gebietes verschwindet, wird: 

(142) f[U--^)vVd^^O. 

Kann ferner gesetzt werden: 

so folgt: 

(143) 4^r,^f(u- ^)v^rdv +frv{u- ^)dQ. 

Dies ist der eigentliche Satz von Green. 

U wird die Greensche Funktion genannt. Sie spielt 

eine wichtige Rolle in der theoretischen Physik. 
Die obige Gleichung laßt sich auch schreiben: 

43rFo = /g vVdt; + fr'7GdQ. 

§13. 

Der Satz von Beltrami und das Theorem 

von Poincar^-Lorentz. 

Durch Vermittlung eines mit den Greenschen Sätzen ver- 
wandten Theorems kann man den Hauptgleichungen des elektro- 
magnetischen Feldes eine Form verleihen, welche es gestattet^ 
die Vorstellungen der älteren Elektrizitätslehre, wie sie iuB- 
' besondere von W. Weber entwickelt wurden, in vielen wich- 
tigen Punkten mit der Maxwellschen Theorie oder vielmehr 
mit derjenigen neueren Richtung in der Elektrizitätslehre in 
Einklang zu bringen, welche sich auf Maxwellschen (Grund- 
lagen aufbaut und speziell die elektrodynamischen Wirkungen 
auf die Bewegungen von Elektronen zurückführt. Das be- 
treffende Theorem wurde zuerst von Poincare und Lorentz 
abgeleitet und angewandt. Wir gehen vom Beltramischen 
Satze aus. 

Die Ableitung dieses Satzes gewinnt an Einfachheit durch 
Anwendung der vektoranalytischen Methode. 
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Es sei V mit seinen ersten Derivierten in einem der Be- 
trachtung unterzogenen Gebiete eine stetige^ endliche Funktion 
des Ortes und des Abstandes r von einem festen willkürlichen 
Punkte. Wir bezeichnen mit t^ einen konstanten Einheits- 
vektor in der Richtung von r.^ 

Es gelten nun folgende Identitäten: 

(a) V[r,(t,V)F]»(r,V)«F; 

wo symbolisch {x^fV für {x^)\(x^)V'\ gesetzt ist und 
nach dem Gaußschen Satze kommt: 



und daher auch 

Ferner ist: 
und da: 
so folgt: 
und daher: 



(a') Jr,(r,V)Fd8=/(r,V)«Fdt> 

und daher auch: 

(a") /^(rxV)Fdfl =/i(r,V)«Fdt;. 

-V(^,F) = -iVF+FV«^, 

-V(J,T^ ^VF 

weiter ist: 

(c) -V(ivF) = ^.VF-iy»F, 

folglich: 

(c') -/7V Vd^ =/p(r,V)Fe?t; ^f^Wdv. 

Gelten die Gleichungen (a"), (b) und (c') gleichzeitig, so 
ergibt sich durch Addition derselben: 

(144) f^itr^)rdi -ß^dQ -f^VVdQ 

^f^ihvyvdv -f^'v'rdv. 
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Liegt der Pnnkt^ Ton dem aus die B^dienyektoreii ge- 
zogen werden^ innerhalb v, so ist derselbe durch eine unendlich 
kleine Eugelhülle Yom Integrationsgebiet auszuschließen. Stellt 
man dann bei Anwendung vorstehender Gleichung auf diese 
Kugel dieselben Überlegungen an^ wie bei Ableitung von 
Gleichung (140)^ so findet man^ daß nur das Oberflächenintegral: 



ß 



"^H 



Über die unendlich kleine Kugelhülle einen Beitrag liefert. 
Dieses Integral wird, wie bereits früher gezeigt wurde, den 
Wert annehmen: 

Man erhält also die wichtige Beziehung: 

(145) «4;rFo=J^(r,V)Fd9-/?.Fdg-JivFd9 

j^Jhj^Ydv -y*l(r,V)«Fdi;. 

Dieser Satz rührt von Beltrami her. 

Denkt man sich die Begrenzungsfiächen ins Unendliche ge- 
rückt und nimmt man an, daß dort infolge der Eigenschafb 
von F die Oberflächenintegrale verschwinden, so hat man die 
Gleichung: 

(146) 4«ro=y(r,V)»F^ -f^'^^' 

Diese Gleichung findet eine wichtige Anwendung in der 
Lorentz sehen Elektronentheorie. Wir hatten fiir die mag- 
netische und die elektrische Kraft im Felde einer bewegten 
Ladung die Maxwellschen Gleichungen verwandt: 

curl @ == — /t -^, 
curl§= c^. 

Indem nun Lorentz nach dem Vorgange von Fritz Gerald 
dem Konvektionsstrom Rechnung tragt und gleichzeitig seine 
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AnffasBimg yon der Natnr der Dielektrika zum Ansdrack 
bringt, schreibt er: 

(I) -§ = <mrl(8, 

(II) i,|« + 4«(£-curl$. 

V bezeichnet in diesen Gleichungen die Lichtgeschwindig- 
keit und S den Eonyektionsstrom. Der solenoidalen Eigenschaft 
von ^ wird bei Einfohrnng der HilfsgröBe 8( Bechnnng ge- 
tragen, indem speziell nach dem Vorgang Ton E. Wiechert 
gesetzt wird: 

(147) § = cnrl «; 
daher ist: « 

(148) - cnrl ^ = curl (g, 

oder integriert: 

(la) @ ^-^V- 

Für Banmteile, weldie frei von Ladungen sind, ist: 
diT ® = 0; 



(149) _^vSl-VV-0. 

Setzt man femer in Gleichung II den Wert für -^ ein, 



nämlich: 

(1^0) dt Si^-di^'P' 

so findet man: 

(151) cnrl^ ^^_^^Vy + 4«©. 

Es ist aber: 

curl § = curP« = V div Sl - V««. 
Es folgt hieraus: 

(152) Vdiy«-V«Sl ^§J-^^^y^ + 4«e. 

Wir knüpfen nun an die Hilfsgröße S( die weitere Bedingung: 

(153) »»V?t + ^ = 0; 
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daher: , 

Setzt man dies in Gleichung (152) ein^ so erhalt man die 
erste Hauptgleichung: 

(164) |^ = 4Ät;*© + i;«V«a. 

Femer findet man für Stellen des Raumes^ wo elektrische 
Ladungen mit der Dichte q verteilt sind^ aus Gleichung (la): 

(155) div ® = 4av^Q = _ ^^ va _ VV 

und unter Benutzung der bereits angewandten Beziehung: 

(156) j^=^4:JtQt^+V^^^ip. 

Diese Gleichung und Gleichung (154), welche analog von 
Wiechert abgeleitet werden, sind nun die Grundgleichungen 
der Lorentzschen Theorie. Diese werden durch Vermittlung 
von (146) umgeformt. Der Gedanke, welcher dieser Umformung 
zu Grunde liegt, ist folgender. Da die elektromagnetischen 
Erregungen, welche durch die Bewegungen der Elektronen 
verursacht werden, sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, 
so wird es möglich sein, die in einem bestimmten Zeitpunkte t^ 
an einer bestimmten Stelle P des Raumes bestehende Erregung 
zu erklären als verursacht durch eine Elektronenbewegung, die 
zu einer bestimmten früheren Zeit t stattfand, so daß die 
damalige Erregung in der Zeit t^—t nach P gelangte. Das 
betreffende Elektron war dann zur Zeit t eine Strecke 

(157) r = vit,-t) 

von P entfernt. 

Es kann daher gesetzt werden in Gleichung (156): 

(158a) ^ = ^^' 
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und in Gleichung 
(158b) 


(165): 

dt* =^ dr'' 


Dadurcli nelimen diese Gleichungen die Form an 


(159) 


4«pt;*=««^-t;«V«9,, 


(160) 
oder: 
(161) 




(162) 


4«e = ^-v»a. 



Wenden wir nun die vorher abgeleitete Gleichung (146): 

4«y„=/(r,V)V^-/vV^ 
an, so finden wir unter Berücksichtigung von: 

(t.v)V=.^> 



^'--/(^^"L.-. 



(163) 

und analog: 

(164) ».=.-/(«T),..-i. 

Wie bei Kenntnis von (p und Sl die Werte von @ und § 
zu finden sind, liegt auf der Hand (siehe Gleichung 147 und la). 

Die Analogie dieser Gleichungen mit denjenigen der Fern- 
Wirkungstheorie tritt deutlich hervor. 

Es ist noch besonders darauf zu achten, daß bei Anwendung 
der Gleichungen auf die Bewegungen eines Elektrons letzteres 
nicht als punktförmig aufzufassen ist. Die Ladung ist als 
räumlich verteilt in Rechnung zu ziehen. Bei Bildung der 
Integrale ist daher zu berücksichtigen, daß infolge der Ver- 
schiedenheit der Entfernungen r der Yolumelemente von dem 
festen Punkte verschiedene Zeiten t in Rechnung zu ziehen 
sind. Diesen verschiedenen Zeiten entsprechen verschiedene 
Lagen des Schwerpunkts des Elektrons. 
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§14. 
Das Huyghenssche Prinzip. 

Die Gleichung von Beltrami: 

kann anch dazu dienen^ das Huyghenssche Prinzip mathe- 
matisch zu formulieren. 

Besteht an einer Stelle des Baumes eine durch Wellen 
erzeugte Erregung^ so kami man sich diese Erregung als Ton 
den Punkten einer die betreffende Stelle einschließenden Flache 
ausgehend TorsteUeU; Torausgesetzt, daß diese im übrigen be- 
liebig konstruierte Flache die Quellen der Wellenbewegung 
nicht mit einschließt. Dieser Ton Huyghens herstammende 
Gedanke wurde zuerst von Kirchhoff formuliert und später 
von Beltrami aus der Gleichung (145) abgeleitet. 

Die Überlegungen sind ganz analog denjenigen, welche 
bei dem Poincare-Lorentzschen Satze in Betracht kommen. 
Die Wellenbewegung breite sich wieder mit der Geschwindig- 
keit V aus. Dann ist, wie früher: 

Folgen daher die Schwingungen dem Gesetze: 
(166) ^ = «*VV, 

-^^^ 'Pf 

80 werden die Yolumintegrale in Gleichnng (145) verscliwinden, 
und man erhalt fOr eine beliebige Stelle, wo tp den Wert tp^ 
hat, wenn man diese Stelle durch eine beliebige Flache einschließt: 



(166) 4«9,„= A9>^_id8- r5(r,V)9,^_rdg + Avy rdg, 

oder: r ' C ' 

(166a) 4«9.„=/iv9>^_^d9 -/^i('^iV)(^)^_.rfg. 
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Diese Gleichung drückt das Huyghenssche Prinzip aus. 
Der StrahlungSYorgang in einem Punkte wird dadurch zurück- 
geführt auf Erregungen, welche zu einer firüheren Zeit t==tQ—y 
Yon den Elementen einer den betreffenden Punkt beliebig um- 
schließenden F^he mit Lichtgeschwindigkeit ausgegangen waren. 

§15. 
Zur Hydrodynamik idealer Flüssigkeiten, 

J>er HelmholtBsohe Sats« 

Die folgenden Entwicklungen beziehen sich auf sogenannte 
ideale Flüssigkeiten, d.h. solche, welchen weder Kompressibilität, 
innere Reibung, noch Kapillarität zukommt. 

Die Bewegungserscheinungen solcher Flüssigkeiten sind 
durch größere Einfachheit ihrer Gesetzmäßigkeiten aus- 
gezeichnet. 

Bei der Untersuchung des Bewegungszustandes einer 
Flüssigkeit kann man sich fragen, wie ändert sich dieser 
Bewegungszustand im Laufe der Zeit in einem bestimmten 
Punkte des Raumes. Man kann aber auch ein bestimmtes 
Flüssigkeitsteilchen ins Auge fassen und sich fragen, wie 
ändert sich der Bewegungszustand dieses Teilchens im Laufe 
der Zeit. Wir wenden uns hauptsächlich zur Beantwortung 
der letzteren Frage. 

Besteht in einem Punkte im Innern einer Flüssigkeit der 
Druck j), so wirkt daselbst eine Kraft: 

und das in dem betreffenden Punkte befindliche Flüssigkeits- 
teilchen würde, wenn keine andere Kraft vorhanden wäre^ eine 
Beschleunigung erfahren, welche gleich wäre: 

wenn u die Geschwindigkeit des Teilchens ist, und wenn q die 
als konstant angenommene Dichte bedeutet Wirkt außerdeih 
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noch eine äußere Kraft ^ anf das Teilchen^ so beträgt die 
Beschleunigung: 

(168) || = g_ivi,. 

In dem Diflferentialquotienten bedeutet d eine unendlich 
kleine Änderung, welche dasselbe Teilchen erßhrt. Diese 
Änderung rührt von zwei Ursachen her. Befindet sich näm- 
lich das Teilchen zur Zeit t in P, so wird die Geschwindigkeit 
U an dieser Stelle in der Zeit dt sich um einen gewissen Be- 
trag ändern und zwar um: 

durch jT ist eine Differentiation bei konstantem Ort angedeutet. 

Femer ändert sich die Geschwindigkeit u dadurch^ daß 
das Teilchen in der Richtung von u zu einer Stelle gelangt^ 
wo die Geschwindigkeit eine andere ist. Bezeichnen wir eine 
sehr kleine Wegstrecke in dieser Richtung mit dSy so ist die 
zweite Änderung ausgedrückt durch: 

^tt J7J. 

-K-udt 

08 

Denn offenbar ist die Änderung von u pro Einheit der 
Strecke: ^^ 

In einer Sekunde legt das Teilchen u cm zurück. Für 
die Strecke u beträgt daher die Änderung: 

dn 

08 

Folglich in der Zeit dU 

-^udt. 

08 

Dieser Ausdruck nimmt aber die Form an^ wie wir ge- 
sehen haben: . _. ,^ 

(uV)ud^. 

Daher besteht die Gleichung: 

(169) S = ^+("^)« = ^-7^*- 
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Dies ist die yektoranalytische Form der Euler- 
schen Gleichungen. 

Es ist nun: 
(170) (uV)u = I Vuu +Vcurlu-u; 

daher: 

Nimmt man den curl yon beiden Seiten der Gleichung^ 
80 findet man: 

(172) 2 1^ = 2 curl Vtt) U = curl g. 

Berücksichtigt man ferner^ daß: 

(173) Vtt) = v|Vcurlu = 0, 
und daß infolge der Inkompressibilitat: 

Vu = 0, 
so wird: 

(1 74) curlVtt) U = (U V) tt) — (tt) V) u, 

und man erhält: 

(175) ^ +(uV)to-(tt)V)u=|curlg. 

Eiiüpft man nun dieselben Erwägungen an: 

dto 
-dt' 
wie an: ^^ 

-di' 
so erkennt man^ daß es gestattet ist, zu setzen: 



Daher erhält man die berühmte Helmholtzsche Gleichung: 
dt 



(177) ^„(tpv)u + |curig. 
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Ist t$ ^011 einem Potential ableitbar^ so ist: 
curlg = 0, 
und es gilt dann die Beziehung: 

(178) w-C»^)"- 

Ist femer die Winkelgeschwindigkeit lo in irgend einem 
Zeitpunkt null^ so wird: 

(179) ^ = 0. 

In Worten: Rotiert ein Flüssigkeitsteilchen zu 
irgend einer Zeit nicht^ so rotiert es niemals. 

Teilchen, welche rotieren, werden niemals auf- 
hören zu rotieren. . . 

Über die Fotentililbewegniig idealer Flüssigkeiten. 
Die Bewegung einer Kugel in einer idealen Flüssigkeit. 

Von den so interessanten Bewegungserscheinungen der 
Flüssigkeiten wollen wir noch einen einfacheren Spezialfall 
der Betrachtung unterziehen. 

Die Eulersche Gleichung: 



du 



+ J Vu*+ 2Vtt)U = g - -Vjp 



Q 



laßt sich fiir den Fall, daß u von einem Potential tp ableitbar 
ist, und daß der äußeren Erafl; $ ebenfalls ein Potential V 
zukommt, auf die Form bringen: 

(180) |^V9 + iv(V<p)»=VF-iVj,, 

indem: , ^ ^ 

curlu = 2to «= 0. 

Diese Gleichung läßt sich integrieren und liefert dann: 

(181) /•(<) + ||+i(Vy)»^F-ii,. 

Zur Bestimmung von (p xmd p dient noch die Gleichung, 
welche die Inkompressibilität der Flüssigkeit ausdrückt: 

(182) V V « 0. 



Die stationäre Strömung. g^ 

Diese Gleichungen genügen zur eindeutigen Bestimmung 
von p und den Derivierten von q>, d.L den Oeschwindigkeits- 
komponenten. In einem einfach zusammenhangenden Räume 
ist auch q> eine eindeutige Funktion des Ortes und der Zeit. 
Wirkt auf die Flüssigkeitsteilchen keine äußere Kraft; so kann 
man setzen: F=0 

und erhält: 

/(o+l!+4(V9)«=-^i>. 

Ist die Strömung stationär ^ so wird: 
wo K' eine Konstante bedeutet und 

If-o- 

Man hat daher für die stationäre Strömung einer 
idealen von Wirbelbewegung freien Flüssigkeit, in 
welcher nur der hydrodynamische Druck p wirksam 
ist, die Gleichungen: 

(183) |(V9>)« + ij, = Jj:, 

V V = 0. 

Bei der Untersuchung eines konkreten Falles müssen die 
experimentellen Bedingungen zur Bestimmung Yon (p genau 
umschrieben sein. 

Nehmen wir den von Dirichlet behandelten Fall, wo 
eine Kugel vom Radius B in einer unendlich großen Flüssig- 
keitsmasse ruht. Die Bewegung der Flüssigkeit habe die 
Richtung der zunehmenden in einem Koordinatensystem, 
dessen Ursprung im Mittelpunkt der Kugel sich befinde. 
In der Nähe der Kugel wird die Bewegung der Flüssigkeits- 
teilchen von der ;s?-Richtung abweichen. Dicht an der Kugel 
bewegen sich die Teilchen längs der Oberfläche. Bezeichnet 
daher r den Abstand eines Teilchens yom Mittelpunkt der 
Kugel, so wird für: B^r 

dr 

Baoherer, Vektor -Analyais. 6 
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Setzt man nim: 

(184) 9-%<^0B{ri){^, + r), 

wo Uq die Geechwindigkmt in der ^-Bichtung in weiter Ent- 
femtmg yon der Engel bedeutet, so genügt diese Beziehung 
der obigen Bedingung und der Forderung: 

V V = 0. 
Die Komponenten d«t Gteichwindigkeit sind demnach: 
(d<P_ 3 JB°a? cos (15) 



(185) 



dq> 8 E*y cos (r j) 



— ^Wi 



|.4 



ä7 -^0-2 ;^* + 2 **o7^' 



Die Geechvrindigkeit w^^^Vq)) nimmt den Wert an: 

Um die Geschwindigkeit an der Kugeloberfläche zu finden, 
setzt man in diesen Ausdruck die Werte ein, welche ^; -^f -^ 



annehmen, wenn in densdben 

gesetzt wird und man dabei beachtet, daB: 

cos (r j) = J; 

man findet dann: 

3 w^ 



(186) w,=.Ä- (Vy).-Ä- \ \iW^^\ 

Die spezialisierte Eulersche Gleichung lautet dann für 
Stellen an der Oberfiäche: 

(187) iuS^ + ip-JT; 
und daher: 

(188) ^ = JS:'_^«.^lll*. 

Man erkennt sofort, daß $ für positive und negative z den 
gleichen Wert erhalt, d. h. der hydrodynamische Druck p wirkt 



Bewegung einer Kngel. gS 

auf den Seiten der Kugel; welche der Stromrichtung zu-^ bezw. 
abgewandt sind; mit derielben Starke. 

Die Folge ist; daß die Kugel in der stromenden 
Flüssigkeit ruht. Da die relative Bewegung in dem be- 
trachteten Falle umkehrbar ist, so folgt auch; daß eine 
Kugel, welche sich in einer unbegrenzten idealen 
ruhenden Flüssigkeit mit geradliniger gleichförmiger 
Geschwindigkeit bewegt, keinen Widerstand erfährt, 
ein Resultat, welches zuerst von Dirichlet gefunden wurde. 

In den Torstehenden Entwicklui^en haben wir ein ein- 
zelnes Flüssigkeitsteilchen der Untersuchung unterzogen. Man 
kann nun weiter die Frage stellen, wie gestaltet sich der Be- 
wegungszustand einer abgegrenzten Flüssigkeitsmenge an einer 
bestimmten Stelle des Baumes. Fassen wir ein unendlich kleines 
kugelförmiges Volumen der Flüssigkeit an einer bestimmten 
Stelle ins Auge, so kann in der sehr kurzen Zeit dt dieses 
Volumen eine Translation als Ganzes erfahren haben, es 
kann eine Botation ausgeführt haben, oder die Kugel hat eine 
im allgemeinen elliptische Deformation erlitten. Schließlich 
kann auch eine Kombination dieser Bewegungsarten eingetreten 
sein. Wir haben nun früher [siehe Gleichung (41)] für den Be- 
wegungszustand in der unmittelbaren Umgebung eines be- 
stimmten Punktes den ganz allgemeinen Ausdruck geAmden, 
welcher alle Bewegungsarten einschließt: 

(188a) « = Slo+ Va(Slr) + VcurlSlr, 

wo r die vom Pxmkte aus gezogenen unendlich kleinen Badien- 

yektoren bedeuten. 

Nun wissen wir, daß 

«o+^Vcurl^r 

dem translatorischen und dem rotatorischen Anteil der Be- 
wegung Rechnung tntgt. Folglich finden wir den der De- 
formation zukommenden Anteil S) durch Subtraktion von dem 
allgemeinen Ausdruck: 
(189) S) = V« Sir -f iVcurl Sir. 
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Der corl dieses Ausdrucks muß null sein, weil er allein 
der Deformation Rechnung tragt. Nun erhalt man fQr curl S): 

curl S) = curl V(a r) - curl V, (?l t) + 1 curlVcurl « r. 

Es ist aber^ weil (%r) ein Skalar: 

curlV(8lr)=-0, 

^^"'®''' curlV,(«r)==curlSl, 

daher: 

(190) curl S) ^ curl Sl + I curlVcurl «. 

Nimmt man den curl von Gleichung (188a)^ so findet man: 

curlSl = - curl Sl + curlVcurl « r, 
oder: 

curl Ä = 4 curlVcurl Sl r. 

Setzt man dies in Gleichung (190) ein, so findet man in 

der Tat: i as /x 

curlS) = 0. 



ZusanmieiistellTiiig der wichtigsten Formeln 
und Definitionen. 



Ein physikalischer Vektor ist durch Richtung^ Oroße und 
Ort bestimmt. Den Zahlenwert eines Vektors nennt man Tensor. 
Ein Einheitsvektor ist ein solcher, dessen Zahlenwert 1 ist. Man 
kennzeichnet ihn durch den Index 1, z. B. Sl^. Jeder Vektor 
läßt sich in folgender Weise durch das Produkt eines in seine 
Richtung fallenden Einheitsvektors und seines Tensors darstellen: 



Addition von Vektoren« 

Eine Summierung der Größen ^, S3 und @ drückt man 
durch die Vektorgleichung aus: 

Sl + » + © = 81. [S. 3.] 



Unter der Komponente eines Vektors in einer bestimmten 
Richtung versteht man die geometrische Projektion des Vektors 
auf diese Richtung. Die Komponente von % in der Richtung 
von (S schreibt sich: 

Ä« = ©1 -1 cos (Sl ®). [Gl. (2) S. 6.] 



Ein Vektor (S, welcher in der Ebene zweier gegebenen 
Vektoren % und 93 liegt, ist ganz allgemein darstellbar durch: 

(£==w?l + »95, 
wo m und n Zahlen sind. 

Man kann einen Vektor in drei zueinander senkrechte 
Komponenten zerlegen, so daß die Richtungen dieser Kom- 
ponenten mit drei gegebenen Grundrichtungen zusammenfallen. 
Einheitsvektoren, welche in diese Richtungen fallen, heißen 
Grundvektoren. Stehen die Grundvektoren senkrecht zueinander, 
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SO werden sie mit t; i, t bezeiclinet. Dann ist ein beliebiger 
Vektor S[ darstellbar durch: 

Ä «« i-li + i Ja + Mg. [S. 6.] 



Tektorprodnkte und skalare Produkte. 

VS195 bedeutet einen Vektor, welcher auf der Ebene von Sl 
und S3 senkrecht steht und dessen Tensor gleich ist ÄBsia (S[ 93). 
Die Aufeinanderfolge der Richtungen von %, 93 nnd V9193 ent- 
spricht einem Bechtssystem: 

[Gl. (ö a) S. 10.] 

Das skalare Produkt Ton SC und 93 wird durch einfache 
Nebeneinanderstellung gekennzeichnet^ und sein Zahlenwert ist: 

a95 = ^J?cos(SC93). [S.u.] 



Das dreifache Produkt (£V$(93 ist ein Skalar und hat 



den Wert: n n r 



6VS195 = 



B^y B^y B^ 



[Gl. (10) S. 17.] 



Das dreifache Produkt V®Vä93 ist ein Vektor und hat 
den Wert (siehe S. 19): 

VeVa95 - «(95®) - 93(Sl(S). [Gl. (16) s. 20.] 

Dber Differentiation* 

^-i^ + i^ + 'Ä- [S.28.] 

^^=W + ^ + 17=^^^- [01(26)8.24.] 



Satz von Gaaß: 

hd^ - /diTUdv. [Gl- (27) S. 36.] 



Zwwmmumtelhmg dar wichtigsten Foimdu und Defloittonen. $^ 

^^t^(VÄ). [GL (29)8.28.] 

dÄ-^dx(yÄ). [01.(80)8.28.] 



Vf ^i i. [8.29.] 

^ [öl. (BS) S. 29.] 

dir oörl « -= . [ai. (88 a) S. 80.] 



curlVCS)«(S)V)(J — ((5;V)a) + ®diva) — SDdirS. [Gl. (84) S. 80.] 

curl^VSt = 2 ®. [Gl. (86) S. 81.] 

curlr«0. [S.81.] 

curl (y «) «* Vv(^p5Q =V(Vy)« + y curl «. [GL(86a) S.Bl.] 
curl (V ^) = 0. [Gl. (86 g) S. 88.] 



dir VäÖ ^ a curl a — sc curl ». [Gl. (86b) S. 82.] 

V* wird der Laplacesche Operator genannt. 

Va = -g^ + -^ + -g^, [GL(8öo) S.82.] 

^^==I^«+ap+^- [Gl. (866) S.82.] 



curl* « = V div a — V* a. [Gl. (86 f) S. 88.] 

(«7)» =v»(«a5)+Vcuria.a. [gi.(87) s.88.] 

(xV)fö^^r. [Gl. (89)8.84.] 



gg Zusammenstellung der wichtigsten Formeln und Definitionen. 

In einem sehr kleinen Bezirk, in welchem der Vektor 93 
eine räumliche Yerteilong besitzt , ist: 

JB = »0 + V»(r 83) + Vcurl 85 r. [Gl. (4i) s. 34.] 
» = |a5o + |v(a5r)+|Vc^l®^- [(^1.(43)8.36.] 



Einfachere Anwendungen. 

Ein Polyeder befindet sich im Gleichgewicht, wenn in 
den Schwerpunkten seiner Flachen den Inhalten der letzteren 
proportionale, nach innen gerichtete, normale Strafte angreifen 
(siehe S. 35 und 36). 

Unter dem Kraftmoment Wl einer im Punlcte P angreifenden 
Kraft % bezogen auf versteht man den Ausdruck: 

2»=VrS, [S.36,] 

wo r von nach P zu ziehen ist. — Das Gesamtmoment einer 
auf einen homogenen Körper von der Dichte q wirkenden 
Kraft, deren Potential tp ist, wird ausgedrückt durch: 

m=^QfY(q>^)dQ. [S.37.] 

r ist nach den Schwerpunkten der Oberflächenelemente dQ 
von einem gegebenen Punkte aus zu^ ziehen. 



Der Schwerpunlct eines homogenen Körpers genügt der 
Bedingung: ^ 

jxdv=^0. [S.38.] 

Der Radiusvektor r ist von dem Schwerpunkt nach den 
Yolumelementen des Körpers zu ziehen (siehe S. 37 und 38). 



Die Geschwindigkeit der Bewegung eines Punktes eines 
starren Körpers ist: 

ö = »0 + 4Vcurl ür. [S. 39.] 
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Das erste Eeplersche Gesetz lautet: 

^ = a, [S.40.] 

wo a eine Eonstaate bedeutet. 



Die Beschleunigung ® eines sich auf einer Kurve be- 
wegenden Punktes laßt sich in eine tangentiale und eine 
zentripetale (d. h. nach dem Krümmungsmittelpunkte gerichtete) 
zerlegen: ^ /d8\^ , ^ dU ^„ , 

Hier bedeutet 9i einen yom Krümmungsmittelpunkte nach 
dem Punkte der Kurve gezogenen Vektor; ds ist ein Strecken- 
element; q bedeutet einen Einheitsvektor in der Richtung 
der Tangente. 

Tektoranalytische Transformatioiien. 

Der Satz von Stokes: 

yWdr = Aurl »dg. [Gl. (61b) S. 46.] 

In einem linearen Yektorfelde ist der curl des Vektors 
eine Konstante. 

Über das PotentiaL 

/(VF)c?r = 0. [Gl. (68) S. 60.] 

l&dQ^I diY®dv = 4:ueq, 

wo q die zum Vektor @ gehörige Ifasse bedeutet. (In der 
Elektrizitatslehre die zur Kraft @ gehörige freie Ladung.) Ist q 
die Dichte der freien Elektrizität^ so ist: 

-VV=43r9, [Gl. (62)8.62.] 

und wo Q null: 

' V F=0. [Laplaceflche Gleichung.] 



Baoherer, Vektor -Analyiii. 



90 ZagammensteUimg der wichtigsten Formeln und Definitionen« 
Das Yektorpotenti&l bat die Form: 

fß:^r^. [S.62.] 

Man zieht Yon dem Punkte aus^ auf den «ich äS bezieht^ 
Badienyektoren nacb allen Yolumelementen; wo a besteht^ 

bildet die Ausdrücke: 

adv 
r 
und addiert geometrisch. 



lautet: 



Die Lösung der Gleichung: 

curlSS = ni 



» = curl f-^ dv. [Gl. (69) S. 64.] 



Das magnetische Feld, welches von einem stromdurch- 
fiossenen^ sehr dünnen Leiter herrührt, ist bestinamt durch: 

^«ajY'^- [ai.(69c)S.56.] 

Man denkt sich yon dem betreffenden Pxmkte des Feldes 
aus einen Badiusrektor nach dem Stromfaden gezogen und der 
Leitlinie desselben entlang in Richtung des Stromes yon der 
Starke a geführt; dt fallt dann in die^ Stromrichtung. 



Zerlegung eines Vektors in einen solenoidalen und einen 
wirbelfreien Anteil: 



^^J-OVxlf^^^dv + f'-^dv. [G1.(78)S.67. 



Translation eines Yektorfeldes. 

Bewegt sich das Feld des Vektors @ wie ein starrer 
Körper mit der Geschwindigkeit D, so ist: 

_ = - (t)V) @. [Gl. (83) S. 68.] 
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Die Oreenscheii Sätze. 

Sind U und V endlose stetige Fnnktionen der Lage im 
Baume, so ist: 

JV UV Vdv =jTJ(y r)d% -JuVWdv. [CH. (182) S. 67.] 

4« Fo = -Jv» F^ +|(^ VV-Wj) dg. [Gl- (140) S. 69.] 

4:!xr^ = fGv'rdv + fvVGdi. [aL(U8) S. 70.] 

Der Satz Ton Beltrami. 

4«Fo AAvD dg + AvFdg 

^; / [ai.(U6)S.72.] 

+J 7(riV)» Fd» -J ^V» Vdv. 



Der Poincar^-Lorentzsehe Satz. 

St,=, =J(^\^^_ , [Gl. (164) 8. 76.] 



Das Hnyghenssche Prinzip. 

4« Fo -^fjVrdQ -ft,(x,V) ^dQ. [Gl.(166) S. 76.] 



Draok Ton B. O. Teubner in Dresden. 
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